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fA

£r²
A³

fA(x) = 1
¦µå

x ∈ A
¶s¢�W¤Ó·� 4©[ :¹t©[ :¥[ �¤<ª[ �§¡W¥oW¤ � æ��

fA = f1(X1) ∧ f2(X2)
£W²�ª Ì £C·.£I£W±¨ �r¤

²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥o£�¤Óª[«t |¢�£�©¬©[ :¥[¹.£�¤t§t¦µ¤t¸°¥[ �ªu¥Y£W²�¾rW©[¦¨W·t±¨ :¥�»�ã`«t ���à��WÞ���£W²"C©[ :¢:ª{r¤t¸�±¨ 
A = A1 × A2

¦µ¥
min{|A1|, |A2|}

»��  "t¤t Cªu«t  �{é{Ù�ÞÐßWá 2��¨é���à��WÞ��
w(f)

£r²Í·�£v£�±¨ �W¤¡²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤
f
r¥�ªu«t ]¯]4�I¦µ¯]W±

¹.£�¥[¥¬¦¨·t±µ  Ì ¦¨§�ª[«â£r²�°©[ :¢:ªuW¤t¸�±µ  A
¥¬½t¢{«¡ª[«®rª

f(x) = 1
²�£�©YW±µ±

x ∈ A
³�¦¨¤Óªu«t¦µ¥p¢�W¥¬  Ì  �W±µ¥[£i¥u�¿

ªu«trª`ªu«t Y©¬ �¢:ªuW¤t¸�±µ p¦¨¥&Ù{Ú�á®ÞÐßWàMáëé��°¦µ¤
f
¶�»

�T Y¥[=¿°ª[«®rªs|·.£I£�±µ �W¤C²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤
f : {0, 1}n → {0, 1}

• ¦µ¥
�vé�á�ç=éY¦µ² |f−1(1)| ≥ 2n−o(n) Ø
• «tW¥oç�Û�ß�����©¬ �¢:ªuW¤t¸�±µ  Ì ¦¨§�ª[«i¦µ² w(f) ≤ 2n/2−δn ²�£W©`¥[£�¯� p¢�£�¤�¥¬ª{r¤Aª δ > 0 Ø
• ¦µ¥,2vÚ=Ú��i¦~²�W¤<¿°ª Ì £�¾� :¢:ªu£W©[¥s¦¨¤ f−1(1)

§t¦µå� �©`¦µ¤�rª�±¨ �W¥¬ª`ª Ì £'·�¦µªu¥:»
� �"!$#&%'!)( *,+.-/+10 é�Þ

f
��é]ß 2vÚ=Ú���ßWá2�3�vé�á�ç=é���Ú=Ú4�¨é[ßWá�47ÝváëÙ�ÞGàÐÚ�áÈàMá

n 5 ß��7à´ß �'�¨é{ç�6�7�4 f
��ß�ç&ç�Û�ß����

�ué{Ù�Þ ßWá 2��¨é��à��WÞ��'Þ��®é�á�Þ��®é��ué�à¨çoßCÙ{Ú�á�ç�ÞÐßWá®Þ
ε > 0

ç�Ý®Ù8�'Þ���ßWÞ�ßWá/9:�vé�ÞOé��7Û|àMá®à¨ç�Þ´àÐÙ��'�[ßWáëÙ8�vàMá 2sÜ��uÚ 2��¬ßWÛ
Ù{Ú�ÛÜ.ÝvÞGàMá 2

f
��àMÞ��iÞ��®é �uéEÜ��fàÐÙ[ßWÞ´àÐÚ�á�á®ÝIÛ���é��

R = εn
��ß�çoç�à~è�é

S = 2Ω(n) 6
�T |¹.£�¥Zªu¹.£�¤t &ªu«� �³´©[ :±Qrª[¦µ¾W �±µ¿�¥¬¦¨¯�¹t±¨ �¶s¹t©¬£I£W²+£W²�ª[«t¦¨¥ª[«t �£W©[ �¯ ªu£�ÔI :¢:ªu¦µ£�¤ � º}W¤�§�ªu½t©¬¤�ª[£i¦µªu¥

W¹t¹�±¨¦¨¢�rªu¦µ£�¤t¥:»

; <C�i���+�}�:�4�>=?�Õ�7�A@ ="B �C	D	È�E���"�A���>�
	F�G�Õ�:�C�A@

ã�£¡r¹t¹t±µ¿¡ã`«t :£�©[ :¯ Ä » Á Ì  i¤t � :§ ·�£v£�±¨ �W¤È²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥
f : {0, 1}n → {0, 1} ²�£�© Ì «t¦µ¢{« w(f)

¦¨¥
¯&½t¢{«Í¥[¯'W±¨±µ �©�ª[«®W¤Íª[«t Yªu©[¦~¾v¦QW±�½t¹�¹� :©�·.£�½t¤t§

2n/2 »�Çs :¢�W±µ±�ªu«®rª w(f)
¦µ¥sª[«t 4¯'4�I¦¨¯�½t¯Õ£=¾� :©|ß����

·®W±¨W¤t¢: �§â¹®W©¬ª[¦µª[¦¨£�¤t¥:»|ã`«t¦¨¥�¸�¦~¾� �¥�W¤¡W§�¾W �©¬¥uW©Z¿Ti±¨£rªp£W²�²�©¬ � :§t£�¯ ªu£� �¤I²�£�©[¢: ' Ì ¦¨§� �©¬ �¢�ª{W¤t¸W±¨ W»
�¡ o¯&½t¥Zª�ªu«� �©[ �²�£�©[ ¢{«t£I£W¥[ ª[«t ²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤

f
¥¬£�ªu«trª�¤t£|¹tW©¬ª[¦µªu¦µ£�¤�¦¨¥�¥¬½t¦µªuW·t±µ &³M²�£�©"ª[«t oW§I¾� �©¬¥uW©Z¿�¶�»

�¡ �§�  "®¤t �¥[½�¢{«Í²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥`½t¥¬¦¨¤t¸�¸�©[W¹t«t¥:»
H� :ª

G = (V, E)
·. |W¤Ó½t¤�§t¦¨©¬ �¢:ª[ �§�¸�©[W¹t«�º�r¤t§

A
¦µª[¥oW§yÊ[W¢� :¤t¢:¿#¯]rª[©[¦ �ë»CI+¿

fG
Ì  |§� �¤t£Wª[ 

ªu«� �×A½®r§t©urª[¦¨¢o²�£�©¬¯
fG(x) = xTAx

£=¾� �©
GF (2)

»�ã`«®rªs¦¨¥:º

fG(x) =
∑

uv∈E

xuxv mod 2.

H� :ªs½t¥%"®©[¥Zªs¥[«t£ Ì ª[«®rª�¥[½�¢{«Í²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥sW©[ p§� �¤t¥¬ W»
J



� %'#�� #������	��#�
�,+�-&+�� Ú4��é 5 é�� 9 2��¬ß�Ü/� G
��àMÞ��ÍßWÞ �¨é[ß�ç�Þ`Ú�áëé&é���2véYÞ��®é 47ÝIáëÙ�Þ´àÐÚ�á

fG

à¨ç��vé�á�ç=é�6
� �uÚ=Ú 4D6sã�WÏW °r¤ÈW©¬·t¦µª[©uW©Z¿� �§t¸� 

uv
£W²

G = (V, E)
W¤t§È¢:£�¤t¥[¦µ§t �©�ªu«t '¦¨¤t§�½t¢� :§T¥[½�·t¸�©ur¹t«

H
£r²

G
£�¤âªu«t �¾� :©¬ª[ ��¡¥[ �ª

V \ {u, v} »��Y¦~¾� :¤ÈW¤¡W¥[¥¬¦¨¸�¤�¯' :¤Aª
a ∈ {0, 1}V \{u,v} £W²�¢�£�¤�¥¬ª{r¤Aª[¥4ª[£Íªu«� ¾� :©¬ª[¦¨¢� :¥o£W²

H
º.±µ :ª

pu(a)
W¤t§

pv(a)
·. 4ª[«t �¹®r©[¦µª[¦¨ :¥s£r²�·t¦µª[¥r¥[¥[¦µ¸�¤t :§#ªu£�ªu«t 4¤t �¦µ¸�«A·�£�©¬¥£W²

u
W¤t§

v
¦µ¤

H
»�ã`«t �¤

fG(a, xu, xv) = fH(a) ⊕ xuxv ⊕ pu(a)xu ⊕ pv(a)xv.
� ²

fH(a) = 1
ªu«� �¤#¥¬ :ª

xu = xv = 0
» � ²

fH(a) = 0
W¤�§

pu(a) = pv(a)
ªu«t :¤#¥¬ :ª

xu = xv = 1
» � ²

fH(a) = 0
W¤t§

pu(a) 6= pv(a) Ì ¦µª[«�º�¥[�¿�º pu(a) = 1
ªu«t :¤�¥[ �ª

xu = 1
W¤t§

xv = 0
»%� ª�¦¨¥s �W¥Z¿iªu£

¥[ : &ªu«®�ªo¦¨¤�W±¨±�ªu«�©[ � �¢�W¥¬ �¥oªu«� &©[ :¥[½t±~ªu¦¨¤�¸CW¥¬¥[¦¨¸W¤t¯' :¤<ª Ì ¦¨±µ±}·� |r¢�¢� :¹�ªu :§�·A¿ fG

»��� �¤�¢� Wº�rªo±µ �W¥Zª
£�¤t � ��vª[ �¤t¥¬¦¨£�¤È£r²4é 5 é�� 9�W¥[¥¬¦¨¸�¤�¯' :¤Aª a ∈ {0, 1}V \{u,v} Ì ¦µ±¨±(·. 'W¢�¢: �¹�ª[ �§ ·<¿

fG

º�¦¨¯�¹t±µ¿v¦µ¤t¸Cªu«®�ª
|f−1

G (1)| ≥ 2n−2 »
� ¯�£�©¬ +¦µ¤<ªu �©¬ �¥Zªu¦¨¤�¸�²´W¢�ª�¦µ¥}ª[«®rª�×A½®W§t©[rªu¦µ¢�²�£W©[¯�¥�£r²®¥[£�¯� +¸�©uW¹�«t¥�«t=¾W �¥¬¯]W±µ±<©[ :¢:ª{r¤t¸�±¨  Ì ¦µ§�ªu«�»
Ô��¿'ª[«®rª�4¸�©uW¹�«C¦¨¥

s
ÒuÛ|à��Ié��'¦µ²} �¾� :©¬¿C¹tW¦¨©+£W²}§t¦µ¥�Ê¬£�¦µ¤Aª�¥[ �ªu¥�£W²

s
¾W �©¬ª[¦¨¢: �¥�¦µ¥}Ê¬£�¦µ¤t �§C·<¿]rª�±µ �W¥Zª

£�¤t 4 �§t¸W Wºëª[«®rª�¦¨¥�ºäªu«� &¢�£�¯�¹t±µ �¯� �¤<ª£r²(ªu«t �¸�©uW¹�«#¢�£W¤AªuW¦¨¤�¥¤t£C¢:£�¹t¦µ �¥£r²
Ks,s Ø ªu«t &¥¬¯]r±¨±¨ :© s

¦¨¥�º
ªu«� C¯'£W©[ �¦¨¥4ª[«t C¸�©[W¹t«È¯�¦+�I :§�»�ã`«t ]²�£W±¨±¨£ Ì ¦µ¤t¸i±¨ �¯�¯'È³´¦µ¤t¥[¹�¦¨©[ :§T·<¿Tª[«t ]¹tW¹� :©&£W²,��=¿W �¥ À3 rÃ ¶
¥u�¿v¥Yªu«®rªo¦µ²�ªu«t �¸�©[W¹t«

G
«tW¥p¢�£�¤�¥¬ª{r¤Aª�§t :¸�©[ : �W¤t§�¦¨¥p¥Zªu¦¨±µ±�¯�¦+�I �§Ó :¤t£�½t¸W«�º�ªu«t :¤

fG

«®r¥p¥[¯'W±¨±
©[ :¢:ªuW¤t¸�±µ  Ì ¦¨§�ª[«�»
� ! ( (����,+ * + 0 é�Þ

G
��éâßWá

n � 5 é��7ÞEé�� 2��¬ß�Ü/� Ú 4�Û�ß���àMÛ|ÝIÛ �vé 2��ué{é
d
6 7�4

G
à¨ç

s �
Û|à��Ié�� Þ��®é�á

w(fG) ≤ 2n/2−δn+1 ���®é��ué δ = 1
8d

(

1 − 2s
n

) 6
� �uÚ=Ú 4D6H� :ª

g(X) = g1(X1) ∧ g2(X2)
·. �W¤�W©¬·t¦µª[©uW©Z¿C©¬ �¢:ªuW¤t¸�±µ Y¢�£�¤<ª{r¦¨¤t :§Í¦µ¤

fG Ø «t �¤�¢�  n/2 ≤
|Xi| ≤ n/2 + 1

²�£W©�·�£rªu«
i = 1, 2

»�Ç� �¢�W±¨±äªu«®�ª�¾rW©[¦¨W·t±¨ :¥�¦µ¤
X
¢�£�©¬©[ :¥[¹.£�¤t§Cªu£&¾W �©Zªu¦¨¢: �¥`£W²

G
ºtr¤t§

¢�£W¤t¥¬ª[©[½t¢�ªoW¤�¦¨¤�§t½t¢� :§#¯'rªu¢{«�¦¨¤t¸
M = {x1y1, . . . , xmym}

²�©[£W¯
X1

ªu£
X2

·<¿°©¬ �¹. �rª[ �§t±~¿°ª{WÏA¦¨¤�¸
W¤� �§�¸� 

xy ∈ E Ì ¦µª[« x ∈ X1

W¤�§
y ∈ X2

W¤t§�©¬ �¯�£y¾v¦µ¤t¸i¦µªoª[£�¸� :ª[«t �© Ì ¦~ªu«âW±µ±�¦µª[¥p¤t �¦µ¸�«A·�£W©[¥�»
ÔI¦µ¤t¢� °ªu«� Í¸�©[W¹t«

G
¦¨¥

s
ÒE¯�¦+�I :§ r¤t§ ·.£Wª[« ¹®r©¬ªu¥

X1

W¤�§
X2

«t=¾W �rª�±µ �W¥Zª
n/2

¾� :©¬ª[¦¨¢� :¥�º�ª[«t 
¹t©¬£I¢: �§t½t©¬  Ì ¦¨±¨±ë©[½t¤�W¥�±¨£W¤t¸�W¥ n/2 − 2dm ≥ s

» �s �¤t¢: Wº
m ≥ (n/2 − s)/(2d) = 2δn

»
�T |¤�£ Ì ¥[ �ªpªu£

0
W±µ±�¾rW©¬¦QW·t±µ �¥�¢�£�©¬©[ �¥¬¹�£W¤t§t¦¨¤�¸iª[£C¾� :©¬ªu¦µ¢� :¥�£W½�ªu¥¬¦¨§t �ª[«t |¯'rªu¢{«t¦µ¤t¸

M
»|ÔI¦¨¤t¢: 

M
¦¨¥pr¤ àMá2�WÝäÙ{é���¥[½�·t¸�©ur¹t«�£W²

G
º�ªu«t |£�·Iª{W¦µ¤t �§ ³M²�©[£�¯

fG

¶s²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤Ó¦µ¥�Ê¬½t¥Zªpªu«t |¦µ¤t¤t �©¹t©[£v§t½t¢�ª
²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤

fM(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) =
m
∑

i=1

xiyi mod 2.

	Í£�©¬ �£=¾� :©�º�ª[«t o£�·Iª{W¦µ¤t �§�³�²�©[£W¯
g
¶(²�½t¤t¢�ªu¦¨£W¤

g′(X ′) = g′
1(X

′
1)∧ g′

2(X
′
2)
¦µ¥�4©¬ �¢�ª{W¤t¸W±¨ |³�£�¤ |X ′| =

2m
¾rW©[¦¨W·t±¨ :¥{¶ Ì ¦~ªu« X ′

1 = {x1, . . . , xm}
W¤t§

X ′
2 = {y1, . . . , ym}

ºor¤t§ ¦µ¥°¢�£�¤<ªuW¦¨¤t :§ ¦µ¤
fM³´·. �¢�W½t¥¬ 

g(X) Ì W¥�¢�£�¤<ªuW¦¨¤t :§Í¦µ¤ fG

¶�» H}¦µ¤t§t¥¬ :¿ � ¥�H� �¯�¯]�³´¥¬ � rº� r»K¸t» À $=Ã ¶`¦¨¯�¹t±¨¦µ �¥�ª[«®rª�²�£�©� :¾W �©Z¿ª Ì £'¥¬½t·t¥[ �ªu¥ A, B
£W² {0, 1}m º

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

a∈A,b∈B

(−1)fM (a,b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2m/2
√

|A| · |B|.

(



�E¤Ó¹®W©Zªu¦µ¢�½t±¨W©�º
fM

¢�W¤Ó·. �¢:£�¤t¥¬ªuW¤<ªp£�¤
A × B

£�¤t±~¿i¦µ² |A| · |B| ≤ 2m »��� :¤t¢� rº�ªu«t 4©[ :¢:ª{r¤t¸�±¨  g′

¢�r¤t¤t£Wª�«®�¾�  Ì ¦µ§�ªu«'±QW©¬¸� �©�ªu«®r¤ 2m/2 »+ÔI¦¨¤�¢� o�ª�¯�£�¥¬ª |Xi| −m ≤ n/2+1−m
¾Wr©[¦Qr·t±¨ :¥+¦µ¤] �W¢{«

·t±µ£I¢{Ïi£W²(ª[«t �¹tW©¬ª[¦µªu¦µ£�¤
X = X1 ∪ X2

Ì  �©¬ &¥[ �ªªu£ 0
º.ªu«t 4£�©[¦µ¸�¦¨¤®r±�©[ :¢:ª{r¤t¸�±¨ 4¢�W¤#«®�¾�  Ì ¦µ§�ªu«#rª

¯�£�¥¬ª
2m/2 · 2n/2+1−m = 2n/2+1−m/2 ≤ 2n/2−δn+1 »

� ¢�¢:£�©[§t¦µ¤t¸iªu£ H} :¯'¯' J » Ä Ì  ]¤� � �§¡ ��I¹t±µ¦¨¢�¦~ªp¢�£W¤t¥¬ªuW¤<ª¬ÒE§� �¸�©¬ � ]¸W©uW¹t«�¥ Ì ¦~ªu«â¸�£v£I§� ��I¹®r¤t¥[¦µ£�¤
¹t©¬£�¹� :©¬ª[¦¨ �¥:»-.®£�©�ªu«t¦µ¥�¹t½t©¬¹�£W¥[  Ì  ªuWÏW Ç�W¯'W¤A½�Ê[W¤'¸�©ur¹t«t¥�ºI¦Ð»¼ W» (q +1)

ÒE©¬ �¸�½t±¨W©�¸�©ur¹t«t¥ Ì ¦~ªu«]ª[«t 
¹t©¬£�¹� :©¬ªE¿°ª[«®rª |λ| ≤ 2

√
q
²�£W©s �¾� :©¬¿i¤t£�¤<ª[©[¦µ¾v¦¨W±�³´¦G»K r» 6= ±(q + 1)

¶� :¦¨¸� :¤A¾rW±µ½t p£W²�ªu«t :¦¨©sW§�Ê[r¢� �¤�¢:¿
¯'rªu©¬¦+��º�ªu«�¦¨¥�¦µ¥|W±µ¯'£�¥Zª�£W¹�ªu¦µ¯]W±�·. �¢�W½t¥[ 

λ ≥ 2
√

q − o(1)
²�£�©�W¤<¿

(q + 1)
ÒE©¬ �¸�½�±QW©�¸�©ur¹t« ÀÅÄyÃ »

Î �I¹t±¨¦µ¢�¦µª"¢�£W¤t¥¬ª[©[½t¢�ªu¦¨£W¤t¥�£W²�ÇsW¯'W¤A½�Ê[W¤]¸W©uW¹t«�¥�£�¤
n
¾W �©Zªu¦¨¢: �¥�²�£W©� :¾W �©Z¿C¹t©¬¦¨¯� 

q ≡ 1 mod 4
³GW¤t§

¦¨¤ "®¤t¦µª[ �±~¿T¯'W¤<¿¡¾rW±µ½t �¥|£r²
n
¶ Ì  :©[ i¸�¦µ¾W �¤ ¦¨¤ ÀmÁ J º ÁyÄ�Ã Ø ªu«t :¥[  Ì  �©[ i±¨rªu :©& ��vªu :¤t§t :§ ªu£Óª[«t °¢�W¥¬ 

Ì «t :©[  q
¦¨¥�W¤ÍW©¬·t¦µª[©uW©Z¿]¹t©¬¦¨¯� o¹.£ Ì  �©s¦¨¤ ÀmÁ!( º ��Ã »

ã`«t `¥[£�ÒE¢�r±¨±¨ :§|Î �I¹®W¤t§t :© 	Í¦+�I¦µ¤t¸ H� �¯�¯]�³´¥¬ � WºA r»K¸t»~º���£�©¬£�±¨±¨W©¬¿ � » Ä » � ¦¨¤ À J Ã ¶�¥Zª{rª[ �¥(ª[«®rª�¦~²
G
¦µ¥


d
ÒE©¬ �¸�½�±QW©�¸�©uW¹�«|£�¤

n
¾� :©¬ªu¦µ¢� :¥�W¤t§

λ
¦µ¥�ªu«t �¥[ �¢:£�¤t§�±QW©¬¸� �¥Zª� �¦µ¸� �¤<¾rW±µ½t �£W².¦~ªu¥�W§yÊ[W¢� :¤t¢:¿�¯]rª[©[¦ �ëº

ªu«� �¤�ªu«t s¤A½t¯&·. �©
e(A, B)

£r²� �§�¸� �¥�·. :ª Ì  � �¤] :¾� :©¬¿�ª Ì £C³�¤t£Wª+¤t �¢: �¥¬¥uW©¬¦¨±µ¿&§t¦¨¥MÊ¬£�¦¨¤<ª7¶�¥[½t·t¥¬ :ª[¥ A
W¤t§

B
£W²�¾W �©Zªu¦¨¢: �¥�¥u�ªu¦¨¥ "® �¥

∣

∣

∣e(A, B) − d

n
|A| · |B|

∣

∣

∣ ≤ λ
√

|A| · |B|.
� ¢�¢:£�©[§�¦¨¤t¸�ªu£|ªu«�¦¨¥`±¨ :¯'¯'�º

(q + 1)
ÒE©¬ �¸�½t±¨W©`ÇsW¯'W¤A½�Ê[W¤°¸�©[W¹t«t¥sW©¬ 

s
Ò ¯'¦ �� :§C²�£�©

s = 2n/
√

q
»

� � 	:� � ��� �Ó�4�i�i� �r�Y����� �����>	:�:���7���W�i�i�"�}�����

H� :ª
q > 16

·. ��¹t©¬¦¨¯� p¹�£ Ì  �©�º.W¤�§Í±µ :ª G = (V, E)
·� 4

(q + 1)
Ò ©[ �¸W½t±QW©�Ç�W¯'W¤A½�Ê[W¤i¸�©[W¹t«�£�¤

n
¾W �©Zªu¦¨¢: �¥:»3I"¿ÓªuWÏA¦¨¤t¸�ªu«t  � æ� Ì ¦µª[«¡ªu«� '¹®r©[¦µªE¿Ó²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤ Parity(X) =

∑

u∈V xu mod 2 Ì  
 �¤�¥[½t©¬ �ª[«®rª`ªu«� �©¬ �¥¬½t±µª[¦¨¤t¸|²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤

fn(X) = fG(X) ∧ Parity(X)

¦¨¥`¸W£I£v§�»
� �"!$#&%'!)( 	"+�-/+�
 �®é��ué]à¨çißTÙ{Ú�á�ç�Þ ßWá®Þ

ε > 0
ç�Ý®Ù8�ÈÞ���ßWÞYßWá/9 �vé�ÞEé���Û|àMá®à¨ç�Þ´àÐÙ �'�¬ßWáëÙ8�vàMá 2]Ü��uÚ 2��¬ßWÛ

Ù{Ú�ÛÜ.ÝvÞGàMá 2
fn
��àMÞ��iÞ��®é �uéEÜ��fàÐÙ[ßWÞ´àÐÚ�á�á®ÝvÛ���é��

R = εn
�ué��ÝIà��ué{çpç�à~è�é

2Ω(n) 6

� �uÚ=Ú 4D6I"¿���©¬£�¹�£W¥[¦µª[¦¨£�¤ J » Á ºIªu«� o²�½t¤t¢:ª[¦¨£�¤
fG

³´W¤t§°«t :¤t¢� rº.W±¨¥¬£
fn
¶�¦µ¥`|§t �¤�¥[ Y·�£v£�±µ �W¤]²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤�»

� ¤ ªu«t °£Wª[«t �©|«tW¤t§�º�¥[¦µ¤t¢� 
G
¦¨¥

s
Ò ¯'¦ �� :§È²�£�©

s = 2n/
√

q
º H� �¯�¯] J » Ä ¦µ¯'¹�±¨¦¨ :¥4ª[«®rª

w(fn) ≤
w(fG) ≤ 2n/2−δn+1 Ì «t :©[ 

δ =
1

8(q + 1)

(

1 − 2s

n

)

≥ 1

8(q + 1)

(

1 − 4√
q

)

¦¨¥�|¹.£�¥[¦~ªu¦~¾� p¢�£W¤t¥¬ªuW¤<ª�º.W¥`±¨£W¤t¸�W¥
q > 16

»-� ªs©[ :¯]W¦µ¤t¥�ªu£�W¹�¹t±µ¿]ã`«t �£�©¬ �¯ Ä » Á »
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� ²�|·t©[W¤t¢{«t¦µ¤t¸�¹t©[£�¸W©uW¯ ¢�£�¯�¹t½�ª[ �¥s|¸�£v£I§°·.£I£W±¨ �r¤C²�½t¤t¢:ª[¦¨£�¤i¦µ¤
n
¾rW©¬¦QW·�±¨ �¥�W¤t§i«®W¥�±¨ :¤t¸Wª[«

³�ª[¦¨¯� =¶
T
º�ªu«� �¤T¦~ªu¥p©¬ �¹t±µ¦¨¢��ªu¦¨£W¤�¤A½t¯&·. �©

R
¢�W¤t¤t£rª4 ��I¢� � :§

T − n
»��s �¤t¢: Wº�ã`«� �£�©¬ �¯ ( » Á ¿I¦µ �±µ§t¥

W¤Ë ��I¹.£�¤t �¤<ª[¦QW±`±µ£ Ì  �©�·.£�½t¤t§ W±µ¥[£Ó²�£�©&ªu«� �¢:±QW¥¬¥�£W²ª[¦¨¯� 
(1 + ε)n

·�©uW¤t¢{«�¦¨¤t¸â¹t©[£W¸�©uW¯�¥&²�£�©�
¢�£W¤t¥¬ªuW¤<ª

ε > 0
»

� � ����� � � ��� @��`�Y��� B �����

�¡ �¹�©[£=¾� Yªu«t p²�£�±µ±¨£ Ì ¦¨¤�¸�¯�£�©[ p¸� :¤t �©[W±�²´W¢�ª�»
� �"!$#&%'!)( � +�-/+ 0 é�Þ

f
��é|ß�2vÚ=Ú��ißWá2���vé�á�ç=é ��Ú=Ú4�¨é[ßWá 47ÝváëÙ�ÞGàÐÚ�á�àMá

n 5 ß��7à´ß �'�¨é{ç���ßWá2� �¨é�Þ S
��é4Þ��®é

Û|àMá®àMÛ|ÝvÛ ç�à~è�é�Ú 4ß:�vé�ÞEé���Û|àMá®à¨ç�Þ´àÐÙ��'�¬ßWáëÙ8�vàMá 2sÜ��{Ú 2��¬ßWÛ ��àMÞ�� �uéEÜ��fàÐÙ[ßWÞ´àÐÚ�á°á®ÝIÛ���é��
R
Ù{Ú�ÛÜ.ÝIÞ´àMá 2

f
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 �®é�á
log2 S ≥ log2 |f−1(1)| − n

2
− log2 w(f) − R log2

2en

R
− 3.

ã`«t �£W©[ �¯ Ä » Á ¦¨¥4#§t¦µ©[ �¢�ª&¢:£�¤t¥[ :×A½t �¤t¢: i£W²`ªu«t¦µ¥4²´W¢�ª�Ö�¦µ²
w(f) ≤ 2n/2−δn ²�£�©4¥[£�¯� ]¢:£�¤t¥¬ªuW¤<ª

δ > 0
ºtªu«t :¤Í¦~ª`¦¨¥` :¤t£�½t¸W«�ª[£�ªuWÏW 

R = εn
²�£�©�|¢:£�¤t¥¬ªuW¤<ª

ε > 0
¥¬½t¢{«Íª[«®rª

ε log2(2e/ε) < δ
»

� �uÚ=Ú 4D6Yã�WÏW &W¤ÓW©¬·t¦µª[©uW©Z¿Í§� :ªu :©[¯�¦¨¤t¦µ¥¬ª[¦¨¢Y·t©ur¤t¢{«t¦¨¤�¸°¹t©[£�¸W©uW¯ ¢�£W¯'¹t½Iªu¦¨¤�¸
f
»1H} �ª

S
·. �ªu«t �¥[¦�: 

W¤t§
R
·. ]ª[«t C©[ :¹t±¨¦µ¢�rª[¦¨£�¤â¤A½t¯&·. �©&£r²`ªu«t¦µ¥�¹t©¬£�¸�©ur¯Í» .®£�©&r¤È¦¨¤t¹�½�ª

x ∈ f−1(1)
º(±¨ �ª

comp(x)§t :¤t£Wªu �ªu«t &³GW¢:¢� �¹Iªu¦¨¤�¸A¶+¢:£�¯'¹�½�ª{rª[¦¨£�¤�¹®rª[«°£�¤
x
»+ÔI¦µ¤t¢� 

f
¦µ¥�¸�£v£v§�º�r±¨±

n
·t¦~ªu¥"W©[ sªu :¥¬ªu :§�rª�±µ �W¥Zª

£�¤t¢: |W±µ£�¤t¸C �W¢{«Ó£W²�ªu«� �¥[ |¹trªu«t¥:»4ÔI¹t±¨¦~ª �W¢{«�£W²�ªu«� &¹®rª[«t¥
comp(x)

¦µ¤<ªu£]ª Ì £i¹®W©¬ª[¥ comp(x) =

(px, qx)
Ì «t :©[  px

¦µ¥�r¤#¦¨¤�¦µªu¦¨W±�¥¬ �¸�¯� �¤<ª�£W²
comp(x)

W±¨£�¤�¸ Ì «�¦¨¢{« n/2
§�¦µå� �©[ :¤<ª·t¦~ªu¥�W©[ Yªu :¥¬ª[ �§�»

�� :¤t¢� rº®ªu«t Y©[ :¯]r¦¨¤t¦µ¤t¸&¹®W©Zª
qx

¢�W¤iªu :¥¬ª�rª�¯�£�¥¬ª
n/2 + R + 1

§�¦µå� �©[ :¤<ª�·t¦µª[¥�»
	
� ² Ì  ©[ �¹�±QW¢: � �W¢{«Cªu :¥¬ª xi = 1

·<¿�ª[«t �¾rW©¬¦QW·�±¨ 
xi

W¤t§] �W¢{«Cª[ �¥¬ª
xi = 0

·<¿'¦µª[¥"¤t :¸<rª[¦¨£�¤ ¬xi

º
ªu«� �¤ Ì  o¢�r¤]±¨£v£�Ï�rª"¥[ :¸�¯� �¤<ªu¥ px

W¤t§
qx

r¥�¯�£�¤t£�¯�¥�ºA¦Ð»¼ W»(W¥ � æ��¥�£W²�¢�£W©[©[ :¥[¹.£�¤t§t¦µ¤t¸4¾rW©¬¦QW·�±¨ �¥
£�©�ª[«t �¦µ©�¤t �¸�rªu¦µ£�¤t¥�»�ã`«�¦¨¥ Ì =¿ Ì  �£�·�ªuW¦¨¤]ª[«®rª f

¢�W¤i·�  Ì ©[¦~ª[ª[ �¤iW¥sW¤ � Ç £W²�rª�¯�£�¥¬ª
S
� æ�¥

D1 ∧ D2

£W²��oæ .ä¥�¥¬½t¢{«Íª[«®rª
³´¦M¶ � ±¨±ë¯�£�¤t£W¯'¥"«®�¾� Y±¨ :¤t¸Wªu«i�ª`¯'£W¥¬ª

k = n/2 + R + 1
W¤t§�rª�±¨ �r¥¬ª

n/2
»�ã`«t¦µ¥`«t£�±µ§t¥�·<¿Cªu«� 

¢{«t£W¦¨¢� Y£W²�¥[ :¸�¯� �¤<ªu¥
px

W¤t§
qx

»
³´¦µ¦M¶ � ¤A¿�ª Ì £&¯'£W¤t£�¯�¥+¦µ¤] �W¢{«>�oæ .TW©[ s¦¨¤t¢:£�¤t¥¬¦¨¥¬ª[ �¤<ª�ºI¦Ð»¼ W»(£W¤t ¢:£�¤<ª{W¦µ¤t¥��¾Wr©[¦Qr·t±¨  xi

r¤t§]ªu«� 
£Wª[«t �©�¢:£�¤<ª{W¦µ¤t¥�¦~ªu¥�¤t :¸<rªu¦µ£�¤ ¬xi

»�ã`«t¦µ¥�«�£�±¨§t¥�·. �¢�W½t¥[ Yªu«� 4¹t©¬£�¸�©[W¯ ¦¨¥�§t �ªu :©[¯�¦¨¤t¦µ¥¬ªu¦µ¢WÖ�ªu«� 
¹®�ªu«t¥�¯&½t¥Zªs¥[¹t±µ¦µª`·. :²�£�©¬ oªu«t �¿i¯' : :ª�»

³�¦¨¦µ¦M¶ .®£�©|r±¨±
p1 ∈ D1

r¤t§
p2 ∈ D2

 �¦µª[«t �©
p1p2 = 0

£W© |X(p1) ∩ X(p2)| ≤ R Ì «t :©[  X(p)¦µ¥4ªu«� ]¥[ �ª|£W²`¾rW©¬¦QW·t±µ �¥�¦¨¤¡¯'£�¤�£�¯
p
»�ã`«�¦¨¥�«�£�±¨§t¥4·� :¢�W½�¥[ ]ª[«t C¹t©¬£�¸�©ur¯É«tW¥�©¬ �¹t±µ¦¨¢��ªu¦¨£W¤

¤A½t¯&·. �©
R
»

� L}ó�ïGò�ïÐ÷�ö{ï06�ò+ùZó�ñyí�ï}ó:íyÿ (�ïG÷�ò+í�ñyø %WòZû�ó7ôtïGò[î�ï î�ó�ô �� �2� �	��
� %yðKïÐî��]ïÐ÷yò�ïGó�ïÐö�ÿvÿÅòZí F�ïG÷pó7ô��mïG÷yò"í�ñ�ø %WòZû�ó�ôtïGò¬î´ïÐî
ö7ÿÅó�í�F�� comp(x) ø`ö)( %Wò�ø+ñrù ÷�ÿüö7û�F�ò¬û�ïÐ÷�ö7í n + R ,

Â



I"¿�³´¦M¶7ºI �W¢{«°¯�£�¤t£�¯ £W²
Di

r¢�¢� :¹�ªu¥��ª�±¨ �W¥¬ª�
2−k ²�©uW¢�ªu¦µ£�¤]£W²�r±¨± 2n ¾� �¢�ªu£�©¬¥�W¤t§�ºI·<¿Ó³�¦¨¦M¶7ºA¤t£

ª Ì £'£W²�ªu«� �¯ W¢:¢� :¹�ª�ªu«t p¥[W¯' o¾W �¢�ªu£�©:» �s �¤t¢: Wºä �W¢{«�£W²�ªu«t C�æ .®¥
D1

W¤t§
D2

¢�W¤i«®�¾� 4rª�¯�£�¥¬ª
2k ¯�£�¤t£�¯�¥�»

.�¦+�Í¤t£ Ì £�¤t  � æ��
g = D1 ∧ D2

²�£�© Ì «t¦¨¢{«�ª[«t &¥[ �ª B = g−1(1)
¦µ¥�ªu«� &±QW©¬¸� �¥Zª£W¤t  Ø «t :¤t¢� rº

S ≥ |f−1(1)|/|B| »`ã�£�"®¤t¦µ¥[«#ª[«t �¹t©[£v£W²�£W²�ªu«t Yªu«t :£�©[ :¯Íº.¦µªs¦µ¥� :¤t£�½t¸�«Íªu£]¥¬«t£ Ì ªu«®�ª
B
¢�£�¤<ª{r¦¨¤t¥

|©[ :¢:ª{r¤t¸�±¨ p£r² Ì ¦¨§Iªu«¡³´©¬ �¢�r±¨±ëª[«®rª k = n/2 + R + 1
¶

w ≥ 1

3
· |B|
2k
(

en
R

)R .

.®£�©` :¾W �©Z¿
a ∈ B

ªu«� �©[ �W©¬ Y¯'£�¤�£�¯'¥
pi ∈ Di

¥¬½t¢{«Íª[«®rª
p1p2(a) = 1

»�ã`«t ]³´¹.£Wªu :¤Aª[¦QW±Q¶+¹t©¬£�·t±µ �¯�º
«t£ Ì  :¾� :©�ºo¦µ¥]ªu«trªC²�£�©C§�¦µå� �©[ :¤<ªC¾� :¢:ªu£W©[¥ a

ª[«t �¢:£�©[©¬ �¥[¹.£�¤t§�¦¨¤t¸ ¯�£�¤t£�¯�¥
p1

W¤�§
p2

¯]�¿ ¥[«®W©¬ 
�Wà �oé��ué�á®Þp¾Wr©[¦Qr·t±¨ :¥�¦µ¤T¢:£�¯'¯�£�¤�»�ã`«t¦µ¥�¯'=¿�¹�©[£�«t¦µ·t¦µª�ªu«� �¦¨©�¢�£W¯&·t¦¨¤trªu¦µ£�¤¡¦µ¤<ªu£�Í©[ �¢�ª{W¤�¸�±¨ r»Íã�£
�¾�£�¦µ§âª[«t¦¨¥Y¹t©¬£�·t±µ �¯�º Ì  �½t¥[ �ªu«� '±¨W¥¬ªY¹t©¬£�¹. �©¬ªE¿ ³�¦¨¦µ¦M¶�r¤t§ " ���¥¬ :ª

Y
£r² |Y | ≤ R

¾rW©¬¦QW·�±¨ �¥o²�£W©
Ì «t¦µ¢{«�ª[«t Y¥[ :ª

A = {a ∈ B : ∃pi ∈ Di : p1p2(a) = 1
W¤t§

X(p1) ∩ X(p2) = Y }
¦¨¥�ª[«t Y±QW©¬¸� �¥Zª�£�¤t r» �s �¤t¢: Wº

|A| ≥ |B|
/

R
∑

i=0

(

n

i

)

≥ |B| ·
(

en

R

)−R

.

Î�W¢{«
a ∈ A

¦µ¥sW¤# ��Iª[ �¤t¥¬¦¨£�¤#£W²(¥¬£�¯' �¯�£�¤t£�¯
p ∈ D1

ºä¦Ð»¼ W»
pq(a) = 1

²�£�©�¥[£W¯' 
p ∈ D1

r¤t§
q ∈ D2

Ì ¦µª[« X(p) ∩ X(q) = Y
»Ôv¦¨¤t¢: 4ªu«� �¯�£�¤t£�¯�¥�£W²

D1

r©[ �¯�½�ªu½®r±¨±µ¿]¦¨¤t¢:£�¤t¥¬¦¨¥¬ª[ �¤<ª�º�¤t£'ª Ì £
£W²�ªu«t :¯ ¢�r¤Í«®�¾W �|¢�£W¯'¯�£�¤° ��vª[ �¤t¥¬¦¨£�¤�» �� :¤t¢� rºtªu«t Y¥¬ :ªu¥

 ��vª
A(p) = {a ∈ A : ∃q ∈ D2 : pq(a) = 1

W¤�§
X(p) ∩ X(q) = Y }

Ì ¦µª[« p ∈ D1

²�£�©[¯ Ó¹®W©Zªu¦µª[¦¨£�¤T£W²
A
¦¨¤<ªu£ |D1|

·t±¨£v¢{ÏA¥�» Ôv¦¨¤t¢: Cªu«t i�¾� :©uW¸W �¥¬¦�: °£W²��·�±¨£v¢{Ï¡¦µ¥
|A|/|D1| ≥ |A|/2k º�rª±¨ �W¥¬ªo 2

3

²�©uW¢�ªu¦¨£W¤�£W²+W±µ±�¾W �¢:ª[£�©[¥p£r²
A
¯&½t¥Zªo·. �±¨£W¤t¸]ªu£]·t±¨£v¢{ÏA¥o£W²�¥[¦�� |�ª

±¨ �W¥¬ª 1
3
· |A|/2k »|ã`«t �¥uW¯� �«t£�±µ§t¥YW±¨¥¬£C²�£�©oªu«� �¹tW©¬ª[¦µªu¦µ£�¤�£W² A

¸�¦µ¾W �¤â·<¿�ªu«t � ��Iª[ �¤t¥¬¦¨£�¤�¥4£W²+ªu«� 
¯�£�¤t£�¯�¥�²�©[£W¯Õªu«t p¥¬ �¢:£�¤t§ �æ .

D2
» �s �¤t¢: Wºä¦µ² Ì  4¥¬ :ª

Ai = {a ∈ A : p(a) = 1
²�£�©`¥¬£�¯� 

p ∈ Di
Ì ¦µª[« |  ��vª A(p)| ≥ 1

3
· |A|/2k},

ªu«� �¤�·�£Wª[«
A1

W¤t§
A2

¢�£�¤t¥¬¦¨¥Zª�£r²(rª�±µ �W¥Zª 2
3
|A| ¾� �¢�ªu£�©¬¥�£r² A

ºt¦¨¯�¹t±µ¿v¦µ¤t¸�ªu«trª
A1 ∩ A2 6= ∅ ».�¦+�C&¾� :¢:ªu£W©

a ∈ A1 ∩ A2
W¤t§i±¨ �ª

p1 ∈ D1
W¤t§

p2 ∈ D2
·. oªu«t p¢:£�©[©¬ �¥¬¹�£�¤�§t¦¨¤t¸�¯�£�¤t£�¯�¥�²�£�©

Ì «t¦µ¢{« pi(a) = 1
º |  ��vª A(pi)| ≥ 1

3
|A|/2k W¤t§ X(p1) ∩ X(p2) = Y

»�ã`«� �¢�£W¯&·t¦¨¤� �§#¯�£�¤t£W¯
p1p2¦¨¥`¢:£�¤t¥¬¦¨¥¬ª[ �¤<ª&³ Ì ¦µª[« a

¶�W¤t§�¢�£�¤<ª{r¦¨¤t¥�W±µ±
n
¾rW©[¦¨W·t±¨ :¥Y³´¥¬¦¨¤t¢: 

A
¦¨¥`¸�£v£I§®¶�»

H� :ª
b
·. �ªu«t `¹�©[£�Ê¬ :¢:ªu¦µ£�¤|£W².ªu«t �¾W �¢�ªu£�©

a
£�¤<ªu£

Y
» � ±¨±Iªu«t �¾W �¢:ª[£�©[¥�¦µ¤| ��vª

A(p1)
W¤�§�¦µ¤| ��vª

A(p2)¢�£W¦¨¤t¢:¦¨§t  Ì ¦~ªu« b
£�¤

Y
» ��£�¤t¥[¦µ§t �©�ª[«t �©[ �¢�ª{W¤�¸�±¨ 

C = C1×{b}×C2
Ì «t �©¬  Ci

¦µ¥�ªu«� s¹�©[£�Ê¬ :¢:ªu¦µ£�¤�£W²
$



 ��vª
A(p3−i)

£�¤<ªu£Yªu«t s¥[ �ª�£W²�¾Wr©[¦Qr·t±¨ :¥
X(pi)\S

»s³´ã`«t¦µ¥+¦µ¥�Y©[ :¢:ªuW¤t¸�±µ WºA·� :¢�W½�¥[ ·.£Wª[« |X(p1)|
r¤t§

|X(p2)|
W©[ �rª+±¨ �W¥¬ª

n/2
»Å¶ �� �¤�¢� Wº Ì  �«®�¾� �©¬ �¢:ªuW¤t¸�±µ �£r² Ì ¦¨§Iªu« |Ci| = |  ��vª A(p3−i)| ≥ 1

3
|A|/2k ºW¤t§�¦µª�©[ �¯'W¦µ¤t¥�ªu£�¥[«�£ Ì ªu«®rªsr±¨±�ª[«t p¾� :¢:ªu£W©[¥s£W²�ª[«t¦¨¥�©¬ �¢:ªuW¤t¸�±µ YW©[ Yr¢�¢� :¹�ªu :§#·<¿

g = D1 ∧ D2

»
��� � �.( �,+ *,+

g(c) = 1
4�Ú4�4ß����

c ∈ C
6

� �uÚ=Ú 4D6sã`«t �¾� �¢�ªu£�©
a
·. �±¨£W¤t¸�¥pªu£

C
r¤t§T«®r¥�ª[«t �²�£W©[¯

a = (a1, b, a2)
Ì ¦µª[« ai ∈ {0, 1}X(pi)\S

»
ã�WÏW �¤t£ Ì W¤�W©¬·t¦µª[©uW©Z¿]¾W �¢:ª[£�©

c = (c1, b, c2)
¦¨¤

C
»

ã`«t |¾� :¢:ªu£W©
(a1, b, c2)

¦¨¥p¦¨¤� ��Iª
A(p1)

» �� �¤�¢� Wº�ª[«t �©¬ �¯�½t¥¬ªY·. �i¯�£�¤t£W¯
q2 ∈ D2

¥[½t¢{«�ªu«®�ª
p1q2

W¢:¢� �¹Iªu¥4ª[«t¦¨¥p¾W �¢:ª[£�©&r¤t§
X(p1) ∩ X(q2) = Y

»°ÔI¦¨¤t¢: ]r±¨±(·t¦~ªu¥�£W²
a1

r©[ �ªu �¥Zªu :§È¦¨¤
p1

r¤t§
¤t£�¤� £W²�ª[«t �¯ ·� :±¨£�¤�¸�¥+ª[£
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