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� r { Ž z t Œ r q v w t q v ‡ { v v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ • ‘ ž Ÿ § { u ‡ w r Š r z r “ { u v Ž • v ‡ r z { Œ r q t v w t q t †

r “ ’ Ž w u w v q r z z { z t • s u t q z v s • u v w t q ‹ v ‡ t • x ‡ v ‡ r r s s t s ’ s t | { | w Ž w v • t † v ‡ r w s ’ s t | { | w Ž w z v w u { Ž x t s w v ‡ Œ

w z | r v v r s v ‡ { q t • s z •

© ª � � � ¯ µ ­ ´ 
 ® ¶ � � ­ ³

�
• s u t q z v s • u v w t q u t q z w z v z t † v ‰ t Œ { w q z v r ’ z ‹ ‰ ‡ w u ‡ { s r { q { Ž t x t • z v t v ‡ r u t q z v s • u v w t q z t †

œ   ‘ ž ¤ § { q y œ¥ ž ¦ § �

�

q v ‡ r ” s z v z v r ’ ‰ r x w Š r { u t q z v s • u v w t q v ‡ { v { u ‡ w r Š r z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ t †

k �poly (logk)
‹ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

poly (logk)
{ q y s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v • t †

1=poly (logk)
•

�

q

v ‡ r z r u t q y z v r ’ ‰ r s r y • u r v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • v t { u t q z v { q v { q y { ’ ’ Ž • v ‡ r x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q

v r u ‡ q w • • r t † œ ¥ ž ¦ § v t { Œ ’ Ž w † • v ‡ r s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v • v t { u t q z v { q v •   r Ž t ‰ ‰ r x w Š r { s t • x ‡

z ˆ r v u ‡ t † v ‡ r v r u ‡ q w • • r z • z r y w q v ‡ r ” s z v z v r ’ t † t • s u t q z v s • u v w t q ‹ ‰ ‡ w Ž r v ‡ r z r u t q y z v r ’

† t Ž Ž t ‰ z œ ¥ ž ¦ § • • w v r u Ž t z r Ž • •

� � � � 
 � � � � � �

q v ‡ w z z r u v w t q ‰ r Œ { ˆ r r “ v r q z w Š r • z r t † u t y w q x v ‡ r t s • v r s Œ w q t Ž t x • •

¸

‡ r

s r { y r s w z s r † r s s r y v t ‘ r u v w t q Ÿ •

ì

† t s { q t Š r s Š w r ‰ t † v ‡ w z v r s Œ w q t Ž t x • •

�
� � � � � 
 � � 	 
 � � � �

� r | r x w q t • s u t q z v s • u v w t q | • w q v s t y • u w q x v ‡ r q t v w t q t † � — t y r ‰ w v ‡

™ s t t † � › — � ™ ¨ ‹ ‰ ‡ w u ‡ ‰ { z w Œ ’ Ž w u w v w q z t Œ r ’ s r Š w t • z u t q z v s • u v w t q z › œ• ‘ ž Ÿ ‹   • ¡ ‘ ¢ ž £ ‹   ‘ ž ¤ § ¨ •

�



¸

‡ r q t v w t q t † — � ™ w z { x r q r s { Ž w š { v w t q t † v ‡ r q t v w t q t † »

¸

— w q ‰ ‡ w u ‡ ‹ w q { y y w v w t q v t v ‡ r

v r z v r y z v s w q x ‹ v ‡ r Š r s w ” r s w z x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { � ’ s t t † z v s w q x � •

¸

‡ r ’ s t t † z v s w q x u { q | r

v ‡ t • x ‡ v { z x w Š r q | • { q • q v s • z v r y ’ s t Š r s v ‡ { v v s w r z v t u t q Š w q u r v ‡ r Š r s w ” r s v t { u u r ’ v v ‡ r z v s w q x

{ z { u t y r ‰ t s y •

�

q v • w v w Š r Ž • ‹ u t q z v s • u v w q x { — � ™ z ‡ t • Ž y | r r { z w r s v ‡ { q u t q z v s • u v w q x { »

¸

— ‹

| r u { • z r ‰ r u { q • z r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x w q t • s † { Š t s ‹ ‰ ‡ w Ž r »

¸

— u { q | r z r r q { z v ‡ r z ’ r u w { Ž u { z r

t † — � ™ ‰ ‡ r s r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x w z r Œ ’ v • • p u t q z v s • u v w t q t † { — � ™ ‰ w v ‡ z ‡ t s v u t y r ‰ t s y z

{ q y z ‡ t s v ’ s t t † z u { q v ‡ r q | r v s { q z † t s Œ r y v t { z ‡ t s v »

¸

— ‰ w v ‡ z w Œ w Ž { s ’ { s { Œ r v r s z • z w q x {

ˆ q t ‰ q s r y • u v w t q ›z r r ‹ r •x • ‹ œ• ‘ ž Ÿ ‹ ‘ r u • ¤ § { q y œ   • ¡ ‘ ¢ ž £ ‹ ‘ r u • £ •

ì

§ ¨ •

¸

‡ • z ‹ ‰ r u { q † t u • z

t q u t q z v s • u v w q x { — � ™ ‰ w v ‡ x t t y ’ { s { Œ r v r s z •

� r z v s r z z v ‡ { v ‹ ‰ ‡ w Ž r v ‡ r q t v w t q t † — � ™ w z u Ž t z r Ž • s r Ž { v r y v t ™ — ™ ‹ w v y t r z q t v • q y r s Œ w q r

t • s x t { Ž t † u t q z v s • u v w q x »

¸

— z ‰ w v ‡ t • v ™ — ™ Œ { u ‡ w q r s • •

¸

‡ r u s • u w { Ž y w ˜ r s r q u r w z v ‡ { v ‰ ‡ w Ž r

{ x r q r s { Ž ™ — ™ z • z v r Œ z ‡ t • Ž y | r { | Ž r v t ’ s t Š r { q •

N P
� u Ž { w Œ ‹ { — � ™ w z t q Ž • r “ ’ r u v r y v t

’ s t Š r v ‡ r Œ r Œ | r s z ‡ w ’ t † { z v s w q x w q { z ’ r u w ” u u t y r •

�
� 
 � � 
 � � 
 � � � � � � � 
 � � � 
 � �

�
• s u t q z v s • u v w t q w z { q w v r s { v w Š r t q r ‹ { q y w z z w Œ w Ž { s w q q { v • s r

v t v ‡ r � w x � � { x u t q z v s • u v w t q t † r “ ’ { q y r s x s { ’ ‡ z | • � r w q x t Ž y r v { Ž • œ � ¢ � ž ž § •

¸

‡ r z v { s v w q x

’ t w q v t † t • s u t q z v s • u v w t q w z { u t y r t † z Œ { Ž Ž Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ ‹ ‰ ‡ w u ‡ w z v s w Š w { Ž Ž • { — � ™ • � r

v ‡ r q w q u s r { z r v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ t † v ‡ w z — � ™ w v r s { v w Š r Ž • •

�

q r Š r s • w v r s { v w t q ‹ v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z

t † v ‡ r — � ™ u ‡ { q x r { z † t Ž Ž t ‰ z �

ì

•

¸

‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ w z z • • { s r y •

Ÿ •

¸

‡ r s { v r { q y v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † v ‡ r — � ™ s r Œ { w q w q v { u v •

�

•

¸

‡ r s { v w t t † v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ v t v ‡ r � 	 ~ ~
�

} ƒ � � ‚ � t † v ‡ r — � ™ y r u s r { z r z | • { u t q z v { q v

† { u v t s •

£ •

¸

‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r Š r s w ” r s w q u s r { z r z | • { u t q z v { q v † { u v t s •

¤ •

¸

‡ r s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v • t † v ‡ r Š r s w ” r s y r u s r { z r z | • { u t q z v { q v † { u v t s •

p † v r s

O(log logk)
z • u ‡ w v r s { v w t q z ‹ ‰ r t | v { w q { — � ™ t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
‹ s { v r


(1)
‹ s r Ž { v w Š r

y w z v { q u r


(1)
‹ ’ s t t † Ž r q x v ‡

k �poly (logk)
‹ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
{ q y s r

–

r u v w t q ’ s t | { �

| w Ž w v •

1=poly (logk)
• ‘ • u ‡ { — � ™ v s { q z Ž { v r z w q v t { q »

¸

— v ‡ { v ‡ { z v ‡ r s r • • w s r y ’ { s { Œ r v r s z •

�

v s r Œ { w q z v t y r z u s w | r v ‡ r ‰ { • { z w q x Ž r w v r s { v w t q ‰ t s ˆ z •

� � � � � � � � � � 
 � � � � 
 � � � � � 
 � 	 � � 
 � � 
 � � 
 � �

p z w q x Ž r w v r s { v w t q u t q z w z v z t † { ’ ’ Ž • w q x v t v ‡ r — � ™ v ‡ s r r | { z w u t ’ r s { v w t q z ‹ r { u ‡ { w Œ r y { v

w Œ ’ s t Š w q x t s Œ { w q v { w q x z t Œ r t v ‡ r s ’ { s { Œ r v r s z t † v ‡ r — � ™ • � r y r z u s w | r v ‡ t z r t ’ r s { v w t q z

| r Ž t ‰ •

�

q t s y r s v t y r z u s w | r v ‡ t z r t ’ r s { v w t q z ‹ ‰ r u t q z w y r s v ‡ r w s r ˜ r u v t q { — � ™ v ‡ { v ‡ { z

Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
‹ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
‹ s { v r

R = k
n

‹ s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
{ q y ’ s t t † Ž r q x v ‡

m
•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ ‰ r { z z • Œ r v ‡ { v v ‡ r u t y r w z Ž w q r { s •

£



� � � � � 
 	 
 � � � � � �

q t s y r s v t z • • { s r v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ t † v ‡ r u t y r ‹ ‰ r • z r { u Ž { z z w u { Ž

t ’ r s { v w t q t q u t y r z u { Ž Ž r y v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v •

¸

‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t † { u t y r

C
‰ w v ‡ w v z r Ž † ‹

y r q t v r y

C2 ‹ w z v ‡ r u t y r ‰ ‡ t z r u t y r ‰ t s y z { s r v ‡ r

n � n
Œ { v s w u r z { Ž Ž t † ‰ ‡ t z r s t ‰ z { q y

u t Ž • Œ q z { s r u t y r ‰ t s y z t †

C
•

�

v w z ‰ r Ž Ž ˆ q t ‰ q v ‡ { v w †

C
w z { Ž w q r { s u t y r ‹ v ‡ r q

C2 w z { Ž w q r { s

u t y r ‰ w v ‡ Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k2 ‹ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n2 ‹ s { v r

R2 { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

� 2 •

�

†

C
w z Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ‹ v ‡ r q { q { v • s { Ž v r z v † t s

C2 u t q z w z v z t † u ‡ t t z w q x { s { q y t Œ s t ‰ t s {

s { q y t Œ u t Ž • Œ q t † v ‡ r Œ { v s w “ { q y v r z v w q x ‰ ‡ r v ‡ r s w v w z { u t y r ‰ t s y t †

C
•

¸

‡ w z v r z v r “ v r q y z

v t v ‡ r u { z r v ‡ { v

C
w z { — � ™ ‹ w q ‰ ‡ w u ‡ u { z r v ‡ r ’ s t t † t † { u t y r ‰ t s y t †

C2 ‰ w Ž Ž u t q z w z v t † v ‡ r

’ s t t † z v ‡ { v ’ s t Š r v ‡ { v r { u ‡ s t ‰ { q y u t Ž • Œ q t † v ‡ r Œ { v s w “ w z { u t y r ‰ t s y t †

C
• � t v r v ‡ { v

v ‡ w z w Œ ’ Ž w r z v ‡ { v

C2 ‡ { z ’ s t t † Ž r q x v ‡

O(mn)
•

�

q † t s v • q { v r Ž • ‹ v ‡ w z � q { v • s { Ž v r z v � y t r z q t v q r u r z z { s w Ž • ‰ t s ˆ z w q v ‡ r x r q r s { Ž u { z r • ¡ t ‰ r Š r s ‹

{ Š { s w { q v t † v ‡ w z v r z v ‹ ‰ ‡ w u ‡ Œ { ˆ r z { q { z z • Œ ’ v w t q s r x { s y w q x v ‡ r z v s • u v • s r t †

C
‹ y t r z ‰ t s ˆ ‹

{ q y ‰ r ‰ w Ž Ž ‡ { Š r v t y t z t Œ r ‰ t s ˆ w q t s y r s v t • z r w v •

�

v w z w Œ ’ t s v { q v v t q t v r v ‡ { v w q v ‡ w z

Š { s w { q v v t t ‹

C2 ‡ { z ’ s t t † Ž r q x v ‡

O(mn)
•

¸

‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q z • • { s r z v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ ‹ { z s r • • w s r y • � r ‰ t • Ž y ‡ { Š r

Ž w ˆ r y v t • z r v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q v t u t q z v s • u v — � ™ z | • s r ’ r { v r y Ž • { ’ ’ Ž • w q x v r q z t s

’ s t y • u v v t { u t y r t † z Œ { Ž Ž Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ ›w q † { u v ‹ { z w Œ w Ž { s u t q z v s • u v w t q w z { q { Ž • š r y w q

œ   ‘ ž £ § ¨ ‹ | • v v ‡ r ’ s t | Ž r Œ w z v ‡ { v v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q z • • { s r z v ‡ r s { v r { q y v ‡ r

s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

¸

‡ • z ‹ w † t q r z v { s v z ‰ w v ‡ { u t y r t † u t q z v { q v Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ { q y { ’ ’ Ž w r z

v r q z t s ’ s t y • u v v t w v † t s

log logk
v w Œ r z ‹ v ‡ r q v ‡ r s r z • Ž v ‰ w Ž Ž | r { u t y r ‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

poly (k)
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

1=poly (k)
‹ ‰ ‡ w u ‡ { s r Š r s • ’ t t s ’ { s { Œ r v r s z •

¸

‡ r v ‰ t t v ‡ r s

t ’ r s { v w t q z { s r { w Œ r y { v w Œ ’ s t Š w q x v ‡ r s { v r { q y v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ s r z ’ r u v w Š r Ž • •

� � � � � � 	 
 � � � � � 
 � � ¸

‡ r ” s z v ’ s t | Ž r Œ ‰ w v ‡ v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q ‰ r { y y s r z z

w z v ‡ { v w v z • • { s r z v ‡ r s { v r •

�

q t s y r s v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r s { v r ‹ ‰ r • z r v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q

t ’ r s { v w t q •

¸

‡ w z t ’ r s { v w t q u t q z w z v z t † u ‡ t t z w q x { s { q y t Œ z • | z r v t † v ‡ r u t t s y w q { v r z t † v ‡ r

u t y r { q y Œ t Š w q x v ‡ r Œ † s t Œ v ‡ r u t y r ‰ t s y v t v ‡ r ’ s t t † z v s w q x •

¸

‡ w z t ’ r s { v w t q u { q w q u s r { z r

v ‡ r s { v r | { u ˆ v t

R
‹ ‰ ‡ w Ž r w q u s r { z w q x v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡ t q Ž • | • { u t q z v { q v † { u v t s •

�

v w z q t v ‡ { s y

v t ’ s t Š r v ‡ { v v ‡ w z t ’ r s { v w t q s t • x ‡ Ž • Œ { w q v { w q z v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r { q y Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • t †

v ‡ r u t y r •

  • v ‰ ‡ • y t r z w v ‡ r Ž ’ � p v ” s z v Ž t t ˆ ‹ w v w z q t v u Ž r { s ‰ ‡ • Œ t Š w q x u t t s y w q { v r z † s t Œ t q r

’ Ž { u r v t { q t v ‡ r s z ‡ t • Ž y | r | r q r ” u w { Ž •

¸

‡ r u s • u w { Ž t | z r s Š { v w t q w z v ‡ { v v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v

‡ { z { … ƒ ‚ ‚ ƒ 	 ƒ
�

ƒ • ‚ t q v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡ v ‡ { q t q v ‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ • � ‡ w Ž r v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v

z • • { s r z v ‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
‹ w v w q u s r { z r z v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡

m
t q Ž • | • { † { u v t s t †

O(n)
‹ ‰ ‡ w u ‡

w q t • s u { z r ‰ w Ž Ž | r Œ • u ‡ z Œ { Ž Ž r s v ‡ { q

m
•

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ w † ‰ r ˆ r r ’

n
Ž w q r { s w q

k
‹ v ‡ r s { v w t

k
m

‰ t • Ž y y r u s r { z r | • t q Ž • { u t q z v { q v † { u v t s w q r { u ‡ w v r s { v w t q ‹ ‰ ‡ w u ‡ ‰ t • Ž y x w Š r • z ‰ ‡ { v ‰ r

‰ { q v r y •

¸

‡ r w y r { t † • z w q x s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q v t u t q v s t Ž v ‡ r Ž t z z t † v ‡ r s { v r u { • z r y | • v ‡ r v r q z t s

’ s t y • u v w z v ‡ r Œ { w q q t Š r Ž v • t † t • s ‰ t s ˆ •

¸

‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q w z { Ž z t v ‡ r t q Ž • s r { z t q v ‡ { v

t • s u t q z v s • u v w t q w z q t v r “ ’ Ž w u w v w q v ‡ r • z • { Ž z r q z r •

� 
 � � � � � �
�

� � � 
 � � � � 
 � �

� r z v w Ž Ž q r r y v t Œ { ˆ r • ’ † t s v ‡ r y r u s r { z r t † v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

u { • z r y | • v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v •

�

q t s y r s v t y t z t ‹ ‰ r { Œ ’ Ž w † • v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † v ‡ r u t y r

• z w q x ˆ q t ‰ q v r u ‡ q w • • r z ›z r r ‹ r • x • ‹ œ p   � � � ¹ Ÿ § ¨ •

¸

‡ w z t ’ r s { v w t q y r u s r { z r z v ‡ r s { v r t † v ‡ r

¤



u t y r | • { u t q z v { q v † { u v t s ‹ | • v v ‡ w z y r u s r { z r u { q | r { | z t s | r y | • v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q •

¸

‡ r Œ { w q y w � u • Ž v • w z z ‡ t ‰ w q x v ‡ { v v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q ’ s r z r s Š r z v ‡ r Ž t u { Ž v r z v { | w Ž �

w v • t † v ‡ r — � ™ { q y v ‡ r { y y w v w t q { Ž z v s • u v • s r v ‡ { v w z q r r y r y † t s v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v v t ‰ t s ˆ •

�

q t s y r s v t y r Œ t q z v s { v r v ‡ w z ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q ’ s t u r y • s r v t {

u t y r u { q | r Š w r ‰ r y { z r q u t y w q x v ‡ r u t y r | • † r ‰ z w Œ ’ Ž r Ž w q r { s u t y r z v ‡ { v { s r Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r

{ q y r q

–

t • z t Œ r ‰ r { ˆ † t s Œ t † Ž t u { Ž y r u t y { | w Ž w v • •

�

z w q x v ‡ t z r ’ s t ’ r s v w r z ‹ ‰ r { s r { | Ž r v t z ‡ t ‰

v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s t † v ‡ r t s w x w q { Ž — � ™ u { q | r r Œ • Ž { v r y | • { Š r s w ” r s † t s v ‡ r { Œ ’ Ž w ” r y — � ™ •

  • { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r v ‡ s r r t ’ r s { v w t q z t q r { † v r s v ‡ r t v ‡ r s ‹ ‰ r x r v { q w v r s { v w t q v ‡ { v ‡ { z v ‡ r

s r • • w s r y r ˜ r u v t q v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z t † v ‡ r — � ™ •

© ª � � ¯ ¬ ° ® ¶ � ° µ ¶ � ® � � µ 
 ¶ ³ ² ° ² ­ ¯

�

q ‘ r u v w t q Ÿ ‹ ‰ r s r Š w r ‰ v ‡ r s r Ž r Š { q v | { u ˆ x s t • q y { q y z v { v r v ‡ r s r z • Ž v z t † v ‡ w z ‰ t s ˆ † t s Œ { Ž Ž • •

�

q ‘ r u v w t q

�

‰ r x w Š r { ‡ w x ‡ � Ž r Š r Ž t Š r s Š w r ‰ t † v ‡ r u t q z v s • u v w t q • � r v ‡ r q ’ s t Š w y r v ‡ r † • Ž Ž

y r v { w Ž z w q ‘ r u v w t q z £ ‹ ¤ { q y � •

�

w q { Ž Ž • ‹ w q ‘ r u v w t q ¦ ‹ ‰ r y w z u • z z { q w q v r s r z v w q x u t q q r u v w t q

| r v ‰ r r q t • s u t q z v s • u v w t q { q y v ‡ r ’ s r Š w t • z u t q z v s • u v w t q t † œ  ‘ ž ¤ § ‹ { z ‰ r Ž Ž { z ’ t z z w | Ž r Š { s w { q v z

t † t • s u t q z v s • u v w t q { q y z t Œ r t ’ r q ’ s t | Ž r Œ z v ‡ { v s r Œ { w q •

� � j � � o 	 o h 
 j o � �

�

t s { q •

n 2 N
‹ ‰ r y r q t v r

[n] def= f 1; : : : ; ng
• • w Š r q { q • z v s w q x

x
t Š r s { q • { Ž ’ ‡ { | r v ‹ ‰ r y r q t v r

w v z

i
� v ‡ z • Œ | t Ž | •

x i
{ q y w v z Ž r q x v ‡ | •

jxj
•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ † t s { q • z v s w q x

x
t † Ž r q x v ‡

n
{ q y † t s

{ q • z r v

S � [n]
t † w q y w u r z

i1 < i 2 < : : : < i jSj
‰ r y r q t v r | •

x jS
v ‡ r ’ s t

–

r u v w t q t †

x
v t

S
‹ v ‡ { v

w z ‹

x jS
def= x i 1 x i 2 : : : xi s

•
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» r v

�
| r { ” q w v r { Ž ’ ‡ { | r v • p u t y r

C
w z { t q r � v t � t q r † • q u v w t q † s t Œ

� k v t

� n ‹ ‰ ‡ r s r

k
{ q y

n
{ s r u { Ž Ž r y v ‡ r u t y r � z � � � � � � � �� � � � � { q y � �

� � �

�� � � � � � s r z ’ r u v w Š r Ž • •

¸

‡ r � � � � t † v ‡ r u t y r w z

y r ” q r y v t | r

RC
def= k

n

• � r ‰ w Ž Ž z t Œ r v w Œ r z w y r q v w † •

C
‰ w v ‡ w v z w Œ { x r

C(� k)
• ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ ‰ r

‰ w Ž Ž ‰ s w v r

c 2 C
v t w q y w u { v r v ‡ r † { u v v ‡ { v v ‡ r s r r “ w z v z

x 2 � k z • u ‡ v ‡ { v

c = C(x)
•

�

q z • u ‡

u { z r ‹ ‰ r { Ž z t z { • v ‡ { v

c
w z {

� � �

�  

�

�

�

t †

C
•

�

t s { q • v ‰ t z v s w q x z

x; y 2 � n ‹ v ‡ r � � � � � !" � # � � � ! � �

�

! � � � �

�

� | r v ‰ r r q

x
{ q y

y
w z v ‡ r † s { u �

v w t q t † u t t s y w q { v r z t q ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r • y w ˜ r s ‹ { q y w z y r q t v r y | •

� (x; y) def= jf x i 6= yi : i 2 [n]gj =n
•

¸

‡ r � � � � � !" �

�

!� � � �

�

� t † { u t y r

C
w z v ‡ r Œ w q w Œ { Ž s r Ž { v w Š r y w z v { q u r | r v ‰ r r q v ‰ t y w ˜ r s r q v

u t y r ‰ t s y z t †

C
‹ { q y w z y r q t v r y | •

� C
def= min c16= c22 C f � (c1; c2)g

•

�

t s { z v s w q x

x 2 � n ‹ ‰ r

y r q t v r | •

� C (x)
v ‡ r Œ w q w Œ { Ž s r Ž { v w Š r y w z v { q u r † s t Œ

x
v t v ‡ r q r { s r z v u t y r ‰ t s y t †

C
‹ v ‡ { v

w z ‹

� C (x) def= min c2 C � (x; c)
•

�

† { z v s w q x

x
z { v w z ” r z

� C (x) � �
‹ ‰ r z { • v ‡ { v w v w z

� $

�

�

�

� � v t

C
‹

t v ‡ r s ‰ w z r ‰ r z { • v ‡ { v w v w z

� $ %

� � † s t Œ

C
•

�
� � � � � 
 � � � 
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 � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � 
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v w z { Ž z t ’ t z z w | Ž r v t y r ” q r

u t y r z v ‡ { v r q u t y r z v s w q x z t Š r s t q r { Ž ’ ‡ { | r v v t z v s w q x z t Š r s { q t v ‡ r s { Ž ’ ‡ { | r v • p Ž Ž t † v ‡ r

�



{ | t Š r y r ” q w v w t q z u { s s • v ‡ s t • x ‡ ‹ r “ u r ’ v † t s v ‡ r s { v r t † v ‡ r u t y r ‹ ‰ ‡ w u ‡ w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z �

» r v

�
{ q y

�
y r q t v r ” q w v r { Ž ’ ‡ { | r v z ‹ { q y Ž r v

C : � k ! � n y r q t v r { u t y r •

¸

‡ r q v ‡ r s { v r t †

C
w z y r ” q r y v t | r

RC
def= k logj� j

n logj� j

•

� � � � 
 � � � � � 
 � 
 � � � � � � � � �

p q w q ” q w v r † { Œ w Ž • t † u t y r z

C = f Ckg
w z { z r • • r q u r t † u t y r z

z • u ‡ v ‡ { v v ‡ r u t y r

Ck
‡ { z Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
•

¸

‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n(k)
‹ s { v r

R(k)
{ q y s r Ž { v w Š r

y w z v { q u r

� (k)
t † z • u ‡ { † { Œ w Ž • { s r † • q u v w t q z t †

k
z • u ‡ v ‡ { v

Ck
‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n(k)
‹ s { v r

R(k)
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

� (k)
•

¸

‡ s t • x ‡ t • v v ‡ w z ’ { ’ r s ‰ r ‰ w Ž Ž t † v r q ‰ t s ˆ ‰ w v ‡ w q ” q w v r

† { Œ w Ž w r z t † u t y r z ‹ { q y s r † r s v ‡ r Œ z w Œ ’ Ž • { z � u t y r z � •

�

t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž z { • v ‡ { v { u t y r

C
‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

k2 { q y Œ r { q v ‡ { v † t s r Š r s •

k
‹ v ‡ r u t y r

Ck
w q v ‡ r † { Œ w Ž •

C
‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

k2 •

�

� � � � � 
 � � � 
 � � � � �

‘ • ’ ’ t z r v ‡ { v

� = F
† t s z t Œ r ” q w v r ” r Ž y

F
•

�

q z • u ‡ u { z r ‰ r z { • v ‡ { v

C : Fk ! Fn w z { � ! � � � �

� � �

� w †

C
w z { Ž w q r { s † • q u v w t q •

‘ • ’ ’ t z r v ‡ { v

C : Fk ! Fn w z { Ž w q r { s u t y r •

¸

‡ r q

C
�
Fk

�
w z { Ž w q r { s z • | z ’ { u r t †

Fn ‹ { q y

v ‡ • z † t s r Š r s • v ‰ t u t y r ‰ t s y z

c1; c2 2 C
{ q y z u { Ž { s z

a; b2 F
‹ v ‡ r Š r u v t s

a � c1 + b� c2
w z { Ž z t

{ u t y r ‰ t s y •

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ v ‡ r s r r “ w z v z {

k � n
Œ { v s w “

G
‹ u { Ž Ž r y v ‡ r � � � � � � � ! � � � � � � !

�

t †

C
‹

v ‡ { v z { v w z ” r z

C(x) = x � G
† t s r Š r s • s t ‰ Š r u v t s

x 2 Fk •

�

t s { q • z v s w q x

x 2 Fn ‹ v ‡ r  � !� � � t †

x
w z v ‡ r † s { u v w t q t † q t q � š r s t u t t s y w q { v r z t †

x
‹ { q y w z

y r q t v r y | • ‰ v

(x) def= � (x; 0)
•

¸

‰ t w Œ Œ r y w { v r u t q u Ž • z w t q z t † v ‡ r † t s r x t w q x † { u v z { s r v ‡ { v w †

C
w z { Ž w q r { s u t y r ‹ v ‡ r q v ‡ r š r s t Š r u v t s w z { u t y r ‰ t s y t †

C
‹ { q y v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

C
w z

r • • { Ž v t

min06= c2 C f
‰ v

(c)g
•

— t q z w y r s q t ‰ v ‡ r u { z r ‰ ‡ r s r

C
w z { u t y r t Š r s v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

Ft † t s z t Œ r q { v • s { Ž q • Œ | r s

t
• � r z { • v ‡ { v

C
w z { q

F $

� ! � � � �

� � �

� w † † t s r Š r s • v ‰ t z v s w q x z

x; y 2 (Ft )k { q y z u { Ž { s z

a; b2 F
w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

C(a � x + b� y) = a � C(x) + b� C(y)
‹ ‰ ‡ r s r v ‡ r z u { Ž { s Œ • Ž v w ’ Ž w u { v w t q w z y r ” q r y

| • Š w r ‰ w q x

x
‹

y
‹

C(x)
{ q y

C(y)
{ z Š r u v t s z w q

Fkt { q y

Fnt • � t v r v ‡ { v { u t y r v ‡ { v w z Ž w q r { s t Š r s

Ft w z q r u r z z { s w Ž •

F
� Ž w q r { s ‹ | • v v ‡ r u t q Š r s z r y t r z q t v q r u r z z { s w Ž • ‡ t Ž y •

�

� � �

�

�
� � � � � � � � � 
 � � � � � � � � �

� r v • s q v t y r z u s w | r v ‡ r u t y r u t q u { v r q { v w t q v r u ‡ q w • • r ‹ ‰ ‡ w u ‡ w z u t Œ Œ t q Ž • • z r y w q — t y w q x

¸

‡ r t s • † t s s r y • u w q x v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v z w š r t † u t y r z • » r v

�
{ q y

�
y r q t v r ” q w v r { Ž ’ ‡ { | r v z ‹ ‰ ‡ r s r

‰ r v ‡ w q ˆ t †

�
{ z | r w q x Œ • u ‡ Ž { s x r s v ‡ { q

�
• » r v

C1 : � k ! � n { q y

C2 : � ! � ` y r q t v r

u t y r z •

¸

‡ r u t q u { v r q { v w t q t †

C1
{ q y

C2
‹ y r q t v r y

C1 � C2 : � k ! � n` ‹ w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z �

¸

t r q u t y r { Œ r z z { x r

x 2 � k ‰ w v ‡

C1 � C2
‹ w v w z ” s z v r q u t y r y | •

C1
‹ { q y v ‡ r q r Š r s • z • Œ | t Ž

t † v ‡ r s r z • Ž v w z r q u t y r y | •

C2
•

�

t s Œ { Ž Ž • ‹ ‰ r y r ” q r

C1 � C2(x) def= C2 (C1 (x)1) C2 (C1 (x)2) : : : C2 (C1 (x)n )

� r s r † r s v t

C1
{ z v ‡ r

� �

� � �

� � �

� { q y v t

C2
{ z v ‡ r ! � � � �

� � �

� •

�

v w z q t v ‡ { s y v t z r r v ‡ { v

RC1 � C2 = RC1 � RC2

{ q y v ‡ { v

� C1 � C2 = � C1 � � C2

•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ w †

C1 : Fk ! (Ft )n w z { q

F
� Ž w q r { s

u t y r { q y

C2 : Ft ! Fs w z { Ž w q r { s u t y r v ‡ r q v ‡ r w s u t q u { v r q { v w t q

C1 � C2
w z { Ž w q r { s u t y r

t Š r s

F
•

¦
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t s v ‡ r s r z v t † v ‡ w z ’ { ’ r s ‹ Ž r v

F
y r q t v r z t Œ r Ž { s x r ” q w v r ” r Ž y t † z t Œ r ” “ r y z w š r ›z { • ‹

jFj = 64
¨ •

�

q Ž r z z z v { v r y r “ ’ Ž w u w v Ž • t v ‡ r s ‰ w z r ‹ { Ž Ž t • s u t y r z ‰ w Ž Ž | r t Š r s v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

F
‹ { q y ‰ w Ž Ž { Ž z t | r

Ž w q r { s u t y r z •

¸

‡ r s r { z t q † t s • z w q x u t y r z t Š r s

F
‹ s { v ‡ r s v ‡ { q | w q { s • u t y r z ‹ w z v ‡ { v t q r t † v ‡ r

v ‡ r t s r Œ z ‰ r • z r s r • • w s r z v ‡ r u t y r z v t ‡ { Š r { Š r s • Ž { s x r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ›w •r • ‹ z Ž w x ‡ v Ž • Œ t s r

v ‡ { q

4
p

7=8 � 0:967
¨ ‹ { q y z • u ‡ Ž { s x r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r u { q t q Ž • | r { u ‡ w r Š r y • z w q x { Ž { s x r

r q t • x ‡ { Ž ’ ‡ { | r v •

� � � � 
 � 
 � �

�

� � �

» r v

C : Fk ! Fn | r { u t y r { q y Ž r v

S � [n]
• � r y r q t v r | •

CjS
v ‡ r † • q u v w t q

† s t Œ

Fk v t

FjSj v ‡ { v w z y r ” q r y | •

8x 2 Fk : CjS(x) = C (x) jS

¸

‡ r † • q u v w t q

CjS
w z u { Ž Ž r y v ‡ r � �

�

�

�

�

� !

�

�

�

% C
�

� S
• � t v r v ‡ { v

CjS
w z q t v q r u r z z { s w Ž • { u t y r ‹

z w q u r w v w z q t v q r u r z z { s w Ž • t q r v t t q r •
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� �

! �

� �

! � � � � � �

�

� � � �

r � �

! � � w z { u w s u • w v v ‡ { v w z x w Š r q ‹ w q { y y w v w t q v t w v z w q ’ • v ‹ {

z v s w q x t †

r
| w v z v ‡ { v w z u ‡ t z r q • q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ •

¸

‡ r { y y w v w t q { Ž s { q y t Œ z v s w q x w z s r † r s s r y

{ z v ‡ r

� �

! � �

�

� � � � t † v ‡ r u w s u • w v ‹ { q y v ‡ r t • v ’ • v t † v ‡ r u w s u • w v w z { y w z v s w | • v w t q t Š r s w v z u t w q

v t z z r z •

�

q v ‡ w z ’ { ’ r s ‰ r ‰ w Ž Ž • z r ’ s t | { | w Ž w z v w u t s { u Ž r u w s u • w v z • � t v r v ‡ { v v ‡ r • z r t † ’ s t | { | w Ž w z v w u
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p u t y r w z Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r w † w v w z ’ t z z w | Ž r v t v r z v ‰ ‡ r v ‡ r s { x w Š r q z v s w q x w z { u t y r ‰ t s y ‹ t s

† { s † s t Œ | r w q x { u t y r ‰ t s y ‹ | • s r { y w q x t q Ž • { z Œ { Ž Ž q • Œ | r s t † w v z z • Œ | t Ž z • � r q t ‰ x w Š r {

† t s Œ { Ž { q y • • { q v { v w Š r y r ” q w v w t q t † v ‡ w z w q v • w v w Š r q t v w t q •

� � � � 
 � 
 � �

�

�

�

�

p u t y r

C : Fk ! Fn w z z { w y v t | r

(q; �; " )
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� � � � � �� w † v ‡ r s r r “ w z v z {

’ s t | { | w Ž w z v w u t s { u Ž r u w s u • w v

V
v ‡ { v z { v w z ” r z v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x s r • • w s r Œ r q v z �

ì

•

¸

‡ r t s { u Ž r w z { z v s w q x t Š r s

F
•

Ÿ •

V
Œ { ˆ r z { v Œ t z v

q
q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z v t w v z t s { u Ž r •

�

•

�

t s r Š r s • u t y r ‰ t s y

c 2 C
‹ w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

Pr [V c { u u r ’ v z

] = 1
•

£ •

�

t s r Š r s • z v s w q x

w 2 Fn v ‡ { v w z

�
� † { s † s t Œ

C
‹ w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

Pr [V w s r

–

r u v z

] � "
•
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V
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C
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q
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"
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‡ r u t Œ Œ t q y r ” q w v w t q t † »

¸

— z • z r z

¸

• s w q x Œ { u ‡ w q r z w q z v r { y t † u w s u • w v z • � r

u ‡ t z r v t • z r { Œ t s r x r q r s { Ž y r ” q w v w t q v ‡ { v { Ž Ž t ‰ z u w s u • w v z w q t s y r s v t ‡ { q y Ž r v ‡ r u { z r ‰ ‡ r s r

v ‡ r u t y r

C
w z q t v r “ ’ Ž w u w v •

� � � � 
 �

�

� � �

� t v r v ‡ { v ‰ r u ‡ t z r v t Ž w Œ w v v ‡ r Š r s w ” r s v t q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z •

�

v w z { Ž z t

’ t z z w | Ž r v t y r ” q r »

¸

— z ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t { y { ’ v w Š r • • r s w r z • ¡ t ‰ r Š r s ‹ { q • Š r s w ” r s v ‡ { v Œ { ˆ r z

q
{ y { ’ v w Š r • • r s w r z u { q | r r Œ • Ž { v r y | • { Š r s w ” r s v ‡ { v Œ { ˆ r z

jFjq
q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z •

� • s s r z • Ž v u { q q t ‰ | r z v { v r y { z † t Ž Ž t ‰ z �

� � � � 
 � �

�

� � � �

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
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� € „ … } ~ • � } ƒ � � ‚ �

k � poly (logk) 	

	 ƒ } € ‚ 
 
 ƒ � 
 „ ‚ € � • ƒ


(1) 	 �

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

O(1) 	

€ 	 … 
 ‚ 	 € 	 
 } •

„ � € } } • ~ � „ ‚ € � ‚ � 
 „ ‚ € � • ƒ ‚ � 	 ƒ „ � ~ } �

� > 0	

€ � � 	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •


(1) 
 �

� 	 ‚ � ƒ 	 � ~ 	 ƒ

	

‚ � ƒ

• ~ � ƒ „ 
 � ‚ � ƒ � € � 
 } • € 	 ƒ } 
 � ƒ € 	 € � � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 	 ~ … € … 
 } 
 „ ‚ 
 • € } � ~ 	 
 ‚ � � ‚ � € ‚ ~ � 
 � � � ‚

k 	

	 � � „


 � ‚ 
 � ƒ

poly (k)
€ � � ~ � ‚ � � ‚ „ � 
 ‚ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •

1 � exp (� poly (logk))
‚ � ƒ � ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 �

€ � � 
 ƒ 	 
 � ƒ 	 • 
 	 • � 
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� r s r † r s v ‡ r s r { y r s v t

¸

‡ r t s r Œ � •

� �

† t s { Œ t s r y r v { w Ž r y z v { v r Œ r q v t † v ‡ r »

¸

— z v ‡ { v ‰ r

u t q z v s • u v •

¸

‡ r u t y r z t †

¸

‡ r t s r Œ Ÿ • ¤ { s r t Š r s v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

F
•

�

z w q x u t q u { v r q { v w t q ‰ w v ‡ { q • | w q { s •

u t y r ‹ t q r u { q x r v | w q { s • »

¸

— z ‰ w v ‡ s t • x ‡ Ž • v ‡ r z { Œ r ’ { s { Œ r v r s z •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ z w q u r

F
w z

t † u t q z v { q v z w š r ‹ v ‡ r u t q u { v r q { v w t q ‰ w Ž Ž w q u s r { z r v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r u t y r t q Ž • | • {

u t q z v { q v † { u v t s •

�

† t q r ‰ { q v z v t x r v } 
 � ƒ € 	 | w q { s • »

¸

— z ‹ ‡ r t q Ž • q r r y z v t u ‡ t t z r

F
v t | r { q

r “ v r q z w t q ” r Ž y t † •

�

(2)
•

� ª � 
 � � ­ ³ � ¶ µ 
 � ¯ � � � ³

� r q t ‰ w q v s t y • u r v ‡ r � ~ � � „ ‚ € � � € 	 � q t v w t q t † � — t y r � w v ‡ ™ s t t † � › — � ™ ¨ •

�

q v • w v w Š r Ž • ‹ {

— � ™ w z { x r q r s { Ž w š { v w t q t † »

¸

— ‹ w q ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r Š r s w ” r s w z x w Š r q ‹ w q { y y w v w t q v t t s { u Ž r { u u r z z

v t v ‡ r v r z v r y z v s w q x ‹ { q t s { u Ž r { u u r z z v t { � ’ s t t † z v s w q x � ‹ ‰ ‡ w u ‡ w z z • ’ ’ t z r y v t � ’ s t Š r � v ‡ { v

v ‡ r v r z v r y z v s w q x w z w q y r r y { u t y r ‰ t s y •

�

t s Œ { Ž Ž • ‹ { — � ™ w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z •

� � � � 
 � 
 � �

�

� � �

p u t y r

C : Fk ! Fn w z z { w y v t | r {

(q; ") $ �

� �

� � !� � � �

� �

%

› — � ™ ¨ w † v ‡ r s r

r “ w z v z { ’ s t | { | w Ž z w v w u t s { u Ž r u w s u • w v

V
v ‡ { v z { v w z ” r z v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x s r • • w s r Œ r q v z �

ì

•

¸

‡ r t s { u Ž r w z { z v s w q x t Š r s

F
•

Ÿ •

V
Œ { ˆ r z { v Œ t z v

q
q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z v t w v z t s { u Ž r •

�

•

�

t s r Š r s • u t y r ‰ t s y

c 2 C
v ‡ r s r r “ w z v z { z v s w q x

� c
t Š r s

F
z • u ‡ v ‡ { v

Pr [V c;� c
{ u u r ’ v z

] = 1
•

� r s r † r s v t

� c
{ z { � �

� �

%

� � � ! � � t †

c
‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V
•

£ •

�

t s r Š r s • z v s w q x

w 2 Fn { q y r Š r s • z v s w q x

�
t Š r s

F
‹ ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

Pr [V w;� s r

–

r u v z

] � " �� C (w)
•

� r s r † r s v t

w
{ z v ‡ r � v r z v r y z v s w q x � { q y v t

�
{ z v ‡ r � ’ s t t † z v s w q x � •

�

†

V
v t z z r z { v Œ t z v

r
u t w q z ‹ v ‡ r q

C
w z z { w y v t | r {

(q; "; r )
� — � ™ •

¹
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‡ r u w s u • w v

V
w z u { Ž Ž r y v ‡ r " � � ! � � � t †

C
‹ v ‡ r ’ { s { Œ r v r s

q
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C
‹ v ‡ r ’ { s { Œ r v r s

"
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t †

C
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r
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t †

C
• p q t v ‡ r s Œ r { z • s r v ‡ { v w z t † w q v r s r z v w z v ‡ r Ž r q x v ‡ t † v ‡ r ’ s t t †

z v s w q x z � � r z { • v ‡ { v

C
‡ { z � �

� �

%

�� � � � �

m
w † † t s r Š r s • u t y r ‰ t s y

c 2 C
v ‡ r s r r “ w z v z { ’ s t t †

z v s w q x

� c
t †

c
‰ ‡ t z r Ž r q x v ‡ w z { v Œ t z v

m
•

�

q z • u ‡ u { z r ‰ r y r ” q r v ‡ r � �

� �

%

� � � � t †

C
v t | r v ‡ r

s { v w t

k=m
•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž z t Œ r v w Œ r z s r † r s v t v ‡ r s { v r t †

C
{ z v ‡ r

� � �

� � � � � ‹ w q t s y r s

v t y w z v w q x • w z ‡ w v † s t Œ v ‡ r ’ s t t † s { v r •

� r v • s q v t y w z u • z z † r ‰ w Œ ’ t s v { q v † r { v • s r z t † ¥ r ” q w v w t q Ÿ • � •

� � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � �

� t v r v ‡ { v ¥ r ” q w v w t q Ÿ • � ˆ r r ’ z v s { u ˆ t † v ‡ r s { q y t Œ q r z z

u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r Š r s w ” r s ‹ w q z v r { y t † w v z ’ s t t † Ž r q x v ‡ ‹ ‰ ‡ w u ‡ Œ { • | r z r r Œ Œ t s r q { v • s { Ž •

¡ t ‰ r Š r s ‹ ˆ q t ‰ w q x v ‡ r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r — � ™ ‰ w Ž Ž | r w Œ ’ t s v { q v { v z t Œ r ’ t w q v z

t † v ‡ r u t q z v s • u v w t q • ¼ t s r t Š r s ‹ w q z t Œ r ’ { s v z t † v ‡ r u t q z v s • u v w t q w v w z Œ t s r u t Œ † t s v { | Ž r v t

v s { u ˆ v ‡ r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r — � ™ v ‡ { q v s { u ˆ w q x w v z ’ s t t † Ž r q x v ‡ • � t v r v ‡ { v ‰ r

u { q { z z • Œ r ‰ w v ‡ t • v Ž t z z t † x r q r s { Ž w v • v ‡ { v v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡ t † v ‡ r — � ™ w z | t • q y r y | •

2r � q
•

� �
	 � 
 � � � � � �

�
� �

Š r s • — � ™ t † | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
{ q y ’ s t t † Ž r q x v ‡

m
u { q | r v s { q z † t s Œ r y

v t { »

¸

— t † | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

O(n+ m)
• z w q x { ˆ q t ‰ q s r y • u v w t q › z r r ‘ r u v w t q � • Ÿ † t s Œ t s r y r v { w Ž z ¨ •

¸

‡ • z ‹ ‰ r u t q z v s • u v v ‡ r »

¸

— z t †

¸

‡ r t s r Œ Ÿ • ¤ | • u t q z v s • u v w q x v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x — � ™ z �
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‚ � ƒ � ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 � € � � 
 ƒ 	 


�
ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~

�

Ck 


� r s r † r s v ‡ r s r { y r s v t

¸

‡ r t s r Œ � •

�

Ÿ † t s { Œ t s r y r v { w Ž r y z v { v r Œ r q v t † v ‡ r — � ™ z ‰ r

u t q z v s • u v •

�
� � 
 � � 	 � 
 � � � � � � � � � 
 � � � 
 
 � � � � �

� t v r v ‡ { v v ‡ r z t • q y q r z z s r • • w s r Œ r q v t † — � ™ z

› ¥ r ” q w v w t q Ÿ • � ‹ � r • • w s r Œ r q v £ ¨ w z z v s t q x r s v ‡ { q v ‡ r u t s s r z ’ t q y w q x s r • • w s r Œ r q v t † »

¸

— z

› ¥ r ” q w v w t q Ÿ • Ÿ ‹ � r • • w s r Œ r q v £ ¨ •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ v ‡ r y r ” q w v w t q t † »

¸

— z s r • • w s r z v ‡ r Š r s w ” r s

v t s r

–

r u v t q Ž • z v s w q x z v ‡ { v { s r † { s † s t Œ v ‡ r u t y r ‹ ‰ ‡ w Ž r v ‡ r y r ” q w v w t q t † — � ™ z s r • • w s r z v ‡ r

Š r s w ” r s v t s r

–

r u v € � • q t q � u t y r ‰ t s y ‰ w v ‡ { y r • • { v r ’ s t | { | w Ž w v • •

¸

‡ w z y w ˜ r s r q u r | r v ‰ r r q v ‡ r

z t • q y q r z z s r • • w s r Œ r q v z w z { q { s v w † { u v t † v ‡ r v s { q z † t s Œ { v w t q t † — � ™ z v t »

¸

— z ‹ ‰ ‡ w u ‡ Ž t z z r z

v ‡ r z v s t q x r s z t • q y q r z z ’ s t ’ r s v • •

� �
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�
	 	 �

p s r { y r s ‰ ‡ t w z † { Œ w Ž w { s ‰ w v ‡ v ‡ r ™ — ™ Ž w v r s { v • s r ‰ w Ž Ž q t v r v ‡ { v v ‡ r

q t v w t q t † — � ™ w z { z ’ r u w { Ž u { z r t † v ‡ r q t v w t q t † ™ — ™ t † ™ s t “ w Œ w v • › ™ — ™ ™ ¨ ‹ w q v s t y • u r y w q

œ   • ¡ ‘ ¢ ž £ § { q y œ¥ � ž � § • ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ — � ™ z { s r x t t y u t y r z u t • ’ Ž r y ‰ w v ‡ ™ — ™ ™ z v ‡ { v { s r

{ | Ž r v t ’ s t Š r Œ r Œ | r s z ‡ w ’ w q v ‡ t z r u t y r z •

�

q u t q z v s { z v ‹ w q v ‡ r ™ — ™ Ž w v r s { v • s r t q r • z • { Ž Ž •

u t q z v s • u v z ™ — ™ ™ z † t s

N P
� u t Œ ’ Ž r v r z r v z • ¡ r q u r ‹ — � ™ z { s r ‰ r { ˆ r s v ‡ { q v ‡ r ™ — ™ ™ z v ‡ { v

{ s r • z • { Ž Ž • u t q z v s • u v r y ‹ ‰ ‡ w u ‡ u t s s r z ’ t q y z ‰ w v ‡ t • s x t { Ž t † u t q z v s • u v w q x »

¸

— z ‰ w v ‡ t • v ™ — ™

Œ { u ‡ w q r s • •

ì

ž



� � o � � � � � � � � � � � j � o � �

�

q v ‡ w z z r u v w t q ‹ ‰ r x w Š r { ‡ w x ‡ � Ž r Š r Ž t Š r s Š w r ‰ t † t • s Œ { w q u t q z v s • u v w t q •

¸

‡ w z u t q z v s • u v w t q

• w r Ž y z — � ™ z v ‡ { v { Ž Œ t z v { u ‡ w r Š r v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z t †

¸

‡ r t s r Œ Ÿ • ¦ ‹ | • v ‡ { Š r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
{ q y s r

–

r u v w t q s { v w t

1=poly (logk)
•

�

q t s y r s v t t | v { w q — � ™ z t † u t q z v { q v • • r s •

u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y u t q z v { q v s r

–

r u v w t q s { v w t ‹ { z z v { v r y w q

¸

‡ r t s r Œ Ÿ • ¦ ‹ ‰ r { ’ ’ Ž • { ˆ q t ‰ q • • r s •

s r y • u v w t q v r u ‡ q w • • r { q y v ‡ r x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v r u ‡ q w • • r t † ¥ w q • s œ ¥ ž ¦ § › z r r ‘ r u v w t q z � •

�

{ q y

� • £ † t s y r v { w Ž z ¨ • � r v ‡ r q v s { q z † t s Œ v ‡ r Ž { v v r s — � ™ z v t »

¸

— z ‰ w v ‡ x t t y ’ { s { Œ r v r s z • z w q x {

z v { q y { s y v s { q z † t s Œ { v w t q ›z r r ‘ r u v w t q � • Ÿ ¨ •

�

t s z w Œ ’ Ž w u w v • ‹ w q v ‡ w z z r u v w t q ‰ r Œ r { z • s r v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡ t † v ‡ r — � ™ s { v ‡ r s v ‡ { q w v z

s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • • p u v • { Ž Ž • ‹ w q z v r { y t † u t q z w y r s w q x v ‡ r ’ s t t † Ž r q x v ‡ t † v ‡ r — � ™ ‹ w v

‰ w Ž Ž | r Œ t s r u t q Š w q w r q v v t u t q z w y r s w v z � 	 ~ ~ � 	 € ‚ ƒ • ‘ w Œ w Ž { s Ž • ‹ w v ‰ w Ž Ž | r Œ t s r u t q Š w q w r q v v t

u t q z w y r s v ‡ r s { v r t † v ‡ r — � ™ v ‡ { q u t q z w y r s w q x w v z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ •

¸

{ | Ž r

ì

z • Œ Œ { s w š r z v ‡ r

’ { s { Œ r v r s z t † v ‡ r — � ™ z v ‡ { v ‰ r u t q z v s • u v w q v ‡ w z z r u v w t q •

™ { s { Œ r v r s q { Œ r ™ { s { Œ r v r s Š { Ž • r

¼ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
� { v r


(1)
� r Ž { v w Š r y w z v { q u r


(1)
™ s t t † s { v r

1=poly (logk)
	

• r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
� r

–

r u v w t q s { v w t

1=poly (logk)
¸

{ | Ž r

ì

�

¸

‡ r ’ { s { Œ r v r s z t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q t † — � ™ z

� ª © � 
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� � 
 ³

� r | r x w q | • w q v s t y • u w q x v ‡ r

¸

r q z t s ™ s t y • u v t ’ r s { v w t q t q u t y r z • • w Š r q { u t y r

C
t † Œ r z z { x r

Ž r q x v ‡

k
{ q y | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
‹ v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t †

C
‰ w v ‡ w v z r Ž † ‹ y r q t v r y

C2 ‹ w z { u t y r t †

Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k2 { q y | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n2 y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z •

¸

t r q u t y r { Œ r z z { x r

x 2 Fk2 ‹

Š w r ‰ r y { z {

k � k
Œ { v s w “ ‹ ‰ r ” s z v r q u t y r r Š r s • s t ‰ t †

x
‰ w v ‡

C
• » r v

y
| r v ‡ r s r z • Ž v w q x

k � n
Œ { v s w “ • � r v ‡ r q r q u t y r r Š r s • u t Ž • Œ q t †

y
‰ w v ‡

C
‹ { q y y r ” q r v ‡ r s r z • Ž v w q x

n � n
Œ { v s w “ v t

| r

C2(x)
• � t v r v ‡ { v w †

C
‡ { z s { v r

R
‹ v ‡ r q

C2 ‡ { z s { v r

R2 •

�

v w z { Ž z t r { z • v t ’ s t Š r v ‡ { v w †

C
‡ { z s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
v ‡ r q v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

C2 w z

� 2 › z r r œ‘ ž

ì

‹ » r u v • s r � § ¨ •

¸

‡ r v r q z t s ’ s t y • u v w z t q r t † v ‡ r z w Œ ’ Ž r z v ‰ { • z v t t | v { w q { u t y r t † Ž { s x r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

† s t Œ { u t y r t † z Œ { Ž Ž Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ • ‘ w q u r { u t y r ‰ w v ‡ u t q z v { q v Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ w z v s w Š w { Ž Ž •

Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ‹ ‰ r u { q ‡ t ’ r v t u t q z v s • u v Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r z ‰ w v ‡ Ž { s x r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

| • s r ’ r { v r y Ž • { ’ ’ Ž • w q x v r q z t s ’ s t y • u v v t { u t y r ‰ w v ‡ u t q z v { q v Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ •

�

q t s y r s v t

w Œ ’ Ž r Œ r q v v ‡ w z w y r { ‹ ‰ r q r r y v t z ‡ t ‰ v ‡ { v w †

C
w z { Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r ‹ v ‡ r q

C2 w z Ž t u { Ž Ž •

v r z v { | Ž r ‰ w v ‡ s r Ž { v r y ’ { s { Œ r v r s z •

�
q r u { q z ‡ t ‰ ‹ • z w q x v ‡ r Ž w q r { s w v • t †

C
‹ v ‡ { v v ‡ r u t y r ‰ t s y z t †

C2 { s r r “ { u v Ž • v ‡ r

n � n
Œ { v s w u r z { Ž Ž t † ‰ ‡ t z r s t ‰ z { q y u t Ž • Œ q z { s r u t y r ‰ t s y z t †

C
›z r r œ ‘ ž

ì

‹ » r u v • s r � § ¨ •

�

†

C
w z

ì ì



Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ‹ v ‡ r q v ‡ w z † { u v z • x x r z v z v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x q { v • s { Ž Š r s w ” r s † t s

C2 � • w Š r q { q

n � n
Œ { v s w “ v t | r v r z v r y ‹ v ‡ r Š r s w ” r s u ‡ t t z r z r w v ‡ r s { s { q y t Œ s t ‰ t s { u t Ž • Œ q t † v ‡ r Œ { v s w “ ‹ { q y

w q Š t ˆ r z v ‡ r Š r s w ” r s t †

C
v t v r z v ‰ ‡ r v ‡ r s v ‡ w z s t ‰ � u t Ž • Œ q w z { u t y r ‰ t s y t †

C
•

¥ t r z v ‡ w z q { v • s { Ž Š r s w ” r s � ‰ t s ˆ � �

�

v v • s q z t • v v ‡ { v ‰ ‡ w Ž r w q z t Œ r w Œ ’ t s v { q v u { z r z v ‡ r

{ q z ‰ r s w z � • r z � ›z r r œ ™ ‘ ¹ £ ‹ ¥ ‘ � ž � § ¨ ‹ w q v ‡ r x r q r s { Ž u { z r ‹ v ‡ r { q z ‰ r s w z � q t � ›z r r œ ¢ ž ¤ ‹ — � ž ¤ ‹

• ¼ ž ¦ { § ¨ • ¡ t ‰ r Š r s ‹ ‰ r { z z • Œ r † t s q t ‰ v ‡ { v v ‡ { v v ‡ r { q z ‰ r s w z � • r z � { Ž z t w q v ‡ r x r q r s { Ž u { z r •

‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ ‰ r { z z • Œ r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x �

� 
 � � � 
 � � 
 � 	 � � � � � � � 
 � � � � 
 � � � � � ¸

‡ r s r r “ w z v z { u t q z v { q v

� � 1
z • u ‡ v ‡ { v x w Š r q {

(q; �; " )
� Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r

C
‹ v ‡ r u t y r

C2 w z

(q; �; � � " )
� Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r

Š r s w ” r s v ‡ { v u ‡ t t z r z { s { q y t Œ s t ‰ � u t Ž • Œ q { q y v r z v z w v •

�

q ‘ r u v w t q

�

•

�

‹ ‰ r y r z u s w | r ‡ t ‰ v ‡ r z w Œ ’ Ž w † • w q x { z z • Œ ’ v w t q u { q | r s r Œ t Š r y | • • z w q x {

s r z • Ž v t †   r q � ‘ { z z t q { q y ‘ • y { q œ   ‘ ž £ § { q y Œ { ˆ w q x { q { z z • Œ ’ v w t q s r x { s y w q x v ‡ r z v s • u v • s r

t † v ‡ r u t y r

C
•

�

z w q x v ‡ r z w Œ ’ Ž w † • w q x { z z • Œ ’ v w t q ‹ ‰ r u { q x w Š r { z w Œ ’ Ž r u t q z v s • u v w t q t † Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r

u t y r z � ‘ • ’ ’ t z r ‰ r ‰ w z ‡ v t u t q z v s • u v { Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r ‰ w v ‡ Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
•

�

t s z t Œ r

u t q z v { q v

k0
‹ Ž r v

C0
| r { u t y r ‰ w v ‡ Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k0
•

¸

‡ r u t y r

C0
w z v s w Š w { Ž Ž • Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r

‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

k0
‹ y w z v { q u r v ‡ s r z ‡ t Ž y

1=k0
{ q y s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v •

1
• � r q t ‰ y r ” q r

{ z r • • r q u r t † u t y r z

f Ci gi

| • z r v v w q x

Ci +1 = C2
i

•

�

v w z r { z • v t z r r v ‡ { v

Clog logk 0
k

‡ { z Œ r z z { x r

Ž r q x v ‡

k
‹ { q y v ‡ { v w v w z Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

k0
‹ y w z v { q u r v ‡ s r z ‡ t Ž y

1=k0
‹

{ q y s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v •

1=poly (logk)
•

¸

‡ w z u t q z v s • u v w t q t † Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r z w z Š r s • z w Œ ’ Ž r ‹ | • v v ‡ r u t y r z w v • w r Ž y z { s r Š r s •

’ t t s �

¸

‡ r s { v r { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

Clog logk 0
k

{ s r

1=poly (k)
•

�

q v ‡ r q r “ v z • | z r u v w t q ‰ r

z ‡ t ‰ v ‡ { v { y y w v w t q { Ž w y r { z Œ { • w Œ ’ s t Š r | t v ‡ ’ { s { Œ r v r s z •

� ª � « ³ ¶ 
 ² ± ¶ � ­ � ´ � ® ³ µ ¯ � ´ µ ¶ � ® � � 
 � � ³ � ¶ µ 
 ¬ � � � ² ° ¯ ° 
 ­ µ ­ ¯ ³

� r u { Ž Ž v ‡ { v t • s ” q { Ž x t { Ž w z v t u t q z v s • u v »

¸

— z ‰ w v ‡ s { v r

1=poly (logk)
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r


(1)
•

¸

‡ r z w Œ ’ Ž r u t q z v s • u v w t q t † ‘ r u v w t q

�

•

ì

† { Ž Ž z z ‡ t s v t † { u ‡ w r Š w q x v ‡ t z r ’ { s { Œ r v r s z ‹

{ q y t q Ž • { u ‡ w r Š r z s { v r { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

1=poly (k)
• � r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ w z u t q z v s • u v w t q w z

‰ t s ˆ w q x w q w v r s { v w t q z ‹ ‰ ‡ r s r v ‡ r

i
� v ‡ w v r s { v w t q { ’ ’ Ž w r z v r q z t s ’ s t y • u v v t v ‡ r »

¸

—

Ci � 1
{ q y

u s r { v r z v ‡ r »

¸

—

Ci
•

�
| z r s Š r v ‡ { v v ‡ r s r { z t q v ‡ { v v ‡ w z u t q z v s • u v w t q ‡ { z z • u ‡ ’ t t s s { v r { q y

s r Ž { v w Š r y w z v { q u r w z v ‡ { v w q r Š r s • w v r s { v w t q v ‡ r s { v r { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r { s r „

�

� € 	 ƒ y •

�

† ‰ r

u { q u ‡ { q x r v ‡ r ‰ { • { z w q x Ž r w v r s { v w t q ‰ t s ˆ z z t v ‡ { v w q r Š r s • w v r s { v w t q v ‡ r s { v r ‰ w Ž Ž y r u s r { z r

t q Ž • | • { u t q z v { q v † { u v t s { q y v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‰ w Ž Ž | r Œ { w q v { w q r y ‹ v ‡ r q ¹ ‰ r ‰ w Ž Ž x r v

»

¸

— z ‰ w v ‡ v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z ‰ r ‰ { q v • � r q t ‰ y r z u s w | r ‡ t ‰ v ‡ w z w y r { u { q | r w Œ ’ Ž r Œ r q v r y w q

v ‡ r u t q v r “ v t † — � ™ z •

� r y r z w x q { v s { q z † t s Œ { v w t q v ‡ { v v s { q z † t s Œ z { — � ™

C
w q v t { — � ™

C0 ‰ w v ‡ v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x

r ˜ r u v t q v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z �

ì

Ÿ



™ { s { Œ r v r s q { Œ r

C C0

¼ r z z { x r Ž r q x v ‡

k k2
� { v r

R R
� r Ž { v w Š r y w z v { q u r

� �
™ s t t † s { v r

P 
 � P
† t s { u t q z v { q v


 < 1
	 • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

q � � q
† t s { u t q z v { q v

� > 1
� r

–

r u v w t q s { v w t

" � � "
† t s { u t q z v { q v

� < 1
¸

{ | Ž r Ÿ �

¸

‡ r r ˜ r u v t † { z w q x Ž r w v r s { v w t q

¡ { Š w q x y r z w x q r y { v s { q z † t s Œ { v w t q { z z v { v r y w q

¸

{ | Ž r Ÿ ‹ ‰ r u t q z v s • u v — � ™ z ‰ w v ‡ v ‡ r

’ { s { Œ r v r s z z v { v r y w q

¸

{ | Ž r

ì

| • z v { s v w q x ‰ w v ‡ { v s w Š w { Ž — � ™ t † u t q z v { q v Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

{ q y w v r s { v w Š r Ž • { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r v s { q z † t s Œ { v w t q † t s

O (log logk)
w v r s { v w t q z •

¸

‡ r v s { q z † t s Œ { v w t q

u t q z w z v z t † v ‡ s r r | { z w u t ’ r s { v w t q z �

ì

•

¸

r q z t s ™ s t y • u v �

�

q t s y r s v t z • • { s r v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ ‹ ‰ r • z r v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v

t ’ r s { v w t q • � r r “ v r q y v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q v t v ‡ r z r v v w q x t † — � ™ z w q ‘ r u �

v w t q

�

• Ÿ •

ì

•

Ÿ • � { q y t Œ ™ s t

–

r u v w t q �

¸

‡ w z t ’ r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r s { v r • ‘ r r ‘ r u v w t q

�

• Ÿ • Ÿ † t s y r v { w Ž z •

�

• ¥ w z v { q u r p Œ ’ Ž w ” u { v w t q �

¸

‡ w z t ’ r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r • ‘ r r ‘ r u �

v w t q

�

• Ÿ •

�

† t s y r v { w Ž z •

  • { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r | { z w u t ’ r s { v w t q z t q r { † v r s v ‡ r t v ‡ r s ‹ ‰ r t | v { w q v ‡ r v s { q z † t s Œ { v w t q z v { v r y

w q

¸

{ | Ž r Ÿ •

�

q v ‡ r s r z v t † v ‡ w z z • | z r u v w t q ‹ ‰ r y r z u s w | r r { u ‡ t † v ‡ r t ’ r s { v w t q z w q y r v { w Ž •

� �

�

� � � � � � � 
 � 
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� �

	 �

» r v

C : Fk ! Fn | r { — � ™ ‰ w v ‡ { Š r s w ” r s

V
• � r ‰ t • Ž y Ž w ˆ r v ‡ r u t y r

C2 v t | r — � ™ ‰ w v ‡

s r Ž { v r y ’ { s { Œ r v r s z •

�

q t s y r s v t Š r s w † •

C2 ‹ ‰ r ‰ w z ‡ v t • z r v ‡ r q { v • s { Ž Š r s w ” r s v ‡ { v x w Š r q { q

n � n
Œ { v s w “ ‹ r Œ • Ž { v r z

V
t q { s { q y t Œ s t ‰ � u t Ž • Œ q •   • v ‹ w q u t q v s { z v v t v ‡ r u { z r t † »

¸

— z ‹ w q

v ‡ r u { z r t † — � ™ z v ‡ r Š r s w ” r s

V
q r r y z v t | r x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { ’ s t t † z v s w q x w q { y y w v w t q

v t v ‡ r s t ‰ � u t Ž • Œ q w v v r z v z • � r v ‡ r s r † t s r y r ” q r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x t † { u t y r ‰ t s y

c
t †

C2 ‹ v ‡ { v

w z Š w r ‰ r y { z { q

n � n
Œ { v s w “ ‹ v t | r v ‡ r u t Ž Ž r u v w t q t † v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z v ‡ { v u t s s r z ’ t q y v t

r { u ‡ s t ‰ { q y u t Ž • Œ q t †

c
›{ z { u t y r ‰ t s y t †

C
¨ •

� r y r ” q r v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 t †

C2 { z † t Ž Ž t ‰ z � • w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { v r z v r y z v s w q x

w
{ q y {

’ s t t † z v s w q x

�
‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 Š w r ‰ z

w
{ z { q

n � n
Œ { v s w “ { q y w q v r s ’ s r v z

�
{ z { u t Ž Ž r u v w t q t †

z v s w q x z

� 1; : : : ; � 2n
z • u ‡ v ‡ { v r Š r s • z v s w q x

� i
u t s s r z ’ t q y z v t z t Œ r s t ‰ t s u t Ž • Œ q t †

w
•

¸

‡ r

Š r s w ” r s

V 0 v ‡ r q u ‡ t t z r z { s { q y t Œ s t ‰ � u t Ž • Œ q { q y r Œ • Ž { v r z v ‡ r Š r s w ” r s

V
‰ w v ‡ t s { u Ž r { u u r z z

v t v ‡ w z s t ‰ � u t Ž • Œ q { q y v t w v z u t s s r z ’ t q y w q x ’ s t t † z v s w q x

� i
•

¸

‡ r Š r s w ” r s

V 0 { u u r ’ v z w † { q y

t q Ž • w † v ‡ r r Œ • Ž { v w t q t †

V
{ u u r ’ v z •

— Ž r { s Ž • ‹ w †

w
w z { u t y r ‰ t s y t †

C2 { q y r Š r s • z v s w q x

� i
w z { ’ s t t † z v s w q x t † v ‡ r u t s s r z ’ t q y w q x

s t ‰ � u t Ž • Œ q ‹ v ‡ r q v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 { u u r ’ v z •

�

q t s y r s v t y r { Ž ‰ w v ‡ v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t ‹ ‰ r r “ v r q y

t • s z w Œ ’ Ž w † • w q x { z z • Œ ’ v w t q { z † t Ž Ž t ‰ z �

ì �
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‡ r s r r “ w z v z { u t q z v { q v

� � 1
z • u ‡ v ‡ { v x w Š r q {

(q; ")
� — � ™

C
‹ v ‡ r u t y r

C2 w z {

(q; � � " )
� — � ™ ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r Š r s w ” r s { q y ’ s t t † z v s w q x z

y r z u s w | r y { | t Š r •

p z | r † t s r ‹ w †

C
‡ { z s { v r

R
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
‹ v ‡ r q

C2 ‡ { z s { v r

R2 { q y s r Ž { v w Š r

y w z v { q u r

� 2 • p q r ‰ † r { v • s r t † v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v † t s — � ™ z w z v ‡ r ’ s t t † s { v r �

�

†

C
‡ { z | Ž t u ˆ

Ž r q x v ‡

n
{ q y ’ s t t † Ž r q x v ‡

m
‹ v ‡ r q

C2 ‡ { z ’ s t t † Ž r q x v ‡ t †

2n � m
•

¸

‡ w z Œ r { q z v ‡ { v w †

C
‡ { z

’ s t t † s { v r

P
‹ v ‡ r q

C2 ‡ { z ’ s t t † s { v r 1
2 � R � P

• p u s • u w { Ž ’ t w q v q t ‰ | r u t Œ r z Š w z w | Ž r � v ‡ r

v r q z t s ’ s t y • u v y t r z q t v z • • { s r

P
‹ | • v s { v ‡ r s Œ • Ž v w ’ Ž w r z w v | •

R
•

� �

�

�

�

� � � � � � 	 
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 � �

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r y r z u s w | r v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q ‹ ‰ ‡ w u ‡ ‰ r • z r v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r

s { v r t † v ‡ r — � ™ z • » r v

C : Fk ! Fn | r { — � ™ •

¸

‡ r Œ t z v z v s { w x ‡ v † t s ‰ { s y ‰ { • v t w q u s r { z r

v ‡ r s { v r t †

C
w z v t ’ s t

–

r u v

C
v t { z • | z r v

S � [n]
•

¸

‡ w z ’ t z r z v ‰ t ’ s t | Ž r Œ z �

ì

•

¸

‡ r † • q u v w t q

CjS
y t r z q t v q r u r z z { s w Ž • ‡ { Š r { x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r • ¼ t s r t Š r s ‹

CjS
Œ { • q t v | r t q r � v t � t q r •

Ÿ •

¸

‡ r † • q u v w t q

CjS
Œ { • q t v | r { — � ™ •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ ‰ r u { q q t Ž t q x r s • z r v ‡ r Š r s w ” r s

t †

C
‹ | r u { • z r v ‡ w z Š r s w ” r s Œ { • • • r s • t q r t † v ‡ r u t t s y w q { v r z v ‡ { v ‰ r s r ’ s t

–

r u v r y t • v •

¸

‡ r ” s z v w z z • r w z z t Ž Š r y | • u ‡ t t z w q x v ‡ r z • | z r v

S � [n]
� � 


�
~ 	 � } • € ‚ 	 € � � ~ � •

�

v u { q | r z ‡ t ‰ q

v ‡ { v w †

S
w z { z • � u w r q v Ž • Ž { s x r s { q y t Œ z r v ‹ v ‡ r q ‰ w v ‡ ‡ w x ‡ ’ s t | { | w Ž w v • v ‡ r † • q u v w t q

CjS
w z {
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Œ { q • v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † { u t y r • p z w Œ w Ž w { s ‰ { • ‰ { z y r z u s w | r y w q œ p   � � � ¹ Ÿ § ‹

‰ ‡ t • z r y q r w x ‡ | t • s ‡ t t y z t † Š r s v w u r z w q { | w ’ { s v w v r r “ ’ { q y r s w q z v r { y t † s { q y t Œ ‰ { Ž ˆ z t q {

q t q � | w ’ { s v w v r r “ ’ { q y r s •

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ { z r “ ’ Ž { w q r y { | t Š r ‹ v ‡ r w q v • w v w t q t † v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w �

” u { v w t q u t Œ r z † s t Œ { Œ ’ Ž w † • w q x ‡ w v v w q x ’ s t | { | w Ž w v w r z ‹ { q y v ‡ r s r † t s r { q • s { q y t Œ q r z z r � u w r q v

ì

�



‡ w v v r s u { q | r • z r y † t s y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q •

�

t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ t q r u t • Ž y v { ˆ r q r w x ‡ | t • s ‡ t t y z

t † Š r s v w u r z w q { y w z ’ r s z r s w q z v r { y t † { | w ’ { s v w v r r “ ’ { q y r s •

� �

�

� � � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � 


�

z w q x v ‡ r w y r { z y r z u s w | r y w q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‹ ‰ r u { q q t ‰ ’ s r z r q v { z w Œ ’ Ž w ” r y u t q z v s • u v w t q

t † — � ™ z ‰ w v ‡ x t t y ’ { s { Œ r v r s z • ‘ • ’ ’ t z r ‰ r ‰ w z ‡ v t u t q z v s • u v { — � ™ t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
‹ s { v r

R
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
•

�

t s z t Œ r u t q z v { q v

k0
‹ Ž r v

C0 : Fk0 ! Fn0
| r { u t y r ‰ w v ‡

s { v r

R
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
•

¸

‡ r u t y r

C0
w z v s w Š w { Ž Ž • { — � ™ ‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

n0
‹

s r

–

r u v w t q s { v w t

1
{ q y ’ s t t † Ž r q x v ‡

0
• � r y r ” q r { z r • • r q u r t † — � ™ z

f Ci gi

‹ ‰ ‡ r s r v ‡ r — � ™

Ci +1
w z t | v { w q r y † s t Œ † s t Œ

Ci
{ z † t Ž Ž t ‰ z �

ì

• p ’ ’ Ž • v r q z t s ’ s t y • u v v t

Ci
{ q y y r ” q r

C
¸

™

i
v t | r

C2
i

•

Ÿ • p ’ ’ Ž • s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q v t

C
¸

™

i
v t w Œ ’ s t Š r w v z s { v r v t

R
• » r v

C
� ™

i
y r q t v r v ‡ r s r z • Ž v •

�

• p ’ ’ Ž • y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v t

C
� ™

i
v t w Œ ’ s t Š r w v z s r Ž { v w Š r y w z v { q u r | { u ˆ v t

�
• ‘ r v

Ci +1
v t | r v ‡ r s r z • Ž v •

�

v w z q t v ‡ { s y v t z r r v ‡ { v

Clog logk 0
k

‡ { z Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
‹ ’ s t t † s { v r { q y s r

–

r u v w t q s { v w t

1=poly (logk)
‹ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
‹ u t q z v { q v s { v r { q y u t q z v { q v s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹

{ z z v { v r y w q

¸

{ | Ž r

ì

•

� ª � � ­ 
 � · ¶ ® ¬ µ 
 ­ ³ ¶ 
 ² ± ¶ � � ¶ ® ¬ ° ³ ³ � 
 ² µ ¶ � ® ° ® � µ 
 ­ � � ± ± 
 � ® ³ µ ¯ � ´ �

µ ¶ � ®

p u s • u w { Ž w z z • r ‹ t † u t • s z r ‹ w z s r Œ t Š w q x v ‡ r z w Œ ’ Ž w † • w q x { z z • Œ ’ v w t q › t † ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

ì

¨ • � r u { Ž Ž

v ‡ { v v ‡ w z { z z • Œ ’ v w t q w z v ‡ { v † t s r Š r s • — � ™

C
‹ v ‡ r u t y r

C2 w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r Ž { v r y ’ { s { Œ r v r s z •

¸

‡ w z { z z • Œ ’ v w t q w z � ~ ‚ ‚ 	 � ƒ w q x r q r s { Ž • ¡ t ‰ r Š r s ‹ ‰ r u { q • z r { z ’ r u w { Ž u { z r ›’ s r z r q v r y w q

œ   ‘ ž £ § ¨ † t s ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r { z z • Œ ’ v w t q w z v s • r w q t s y r s v t Œ { ˆ r t • s u t q z v s • u v w t q ‰ t s ˆ •

¸

‡ r s r z • Ž v

t † œ  ‘ ž £ § z { • z ‹ s t • x ‡ Ž • ‹ v ‡ { v w † { — � ™

C
w z t † v ‡ r † t s Œ

C = C2
s

† t s z t Œ r u t y r

Cs
‹ v ‡ r q

C2
w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r Ž { v r y ’ { s { Œ r v r s z › � t v r v ‡ { v

Cs
w z q t v q r u r z z { s w Ž • { — � ™ ¨ • � r q t v r v ‡ { v

v ‡ r s r z • Ž v t † œ  ‘ ž £ § • z r z { z Ž w x ‡ v Ž • Œ t s r z t ’ ‡ w z v w u { v r y Š r s w ” r s † t s

C2 v ‡ { q v ‡ r s t ‰ � u t Ž • Œ q

Š r s w ” r s ‰ r • z r y | r † t s r • � r y r z u s w | r v ‡ w z Š r s w ” r s w q ‘ r u v w t q

�

•

�

•

ì

•

� r z { • v ‡ { v { u t y r

C
w z t † { � 


�

� � �

%

�

� � w † v ‡ r s r r “ w z v z { u t y r

Cs
z • u ‡ v ‡ { v

C = C2
s

•

�

q

t s y r s v t • z r v ‡ r s r z • Ž v t † œ   ‘ ž £ § ‹ ‰ r q r r y v t Œ { ˆ r z • s r v ‡ { v r Š r s • — � ™ v t ‰ ‡ w u ‡ ‰ r { ’ ’ Ž •

v r q z t s ’ s t y • u v w z t † { z • • { s r † t s Œ •

¸

t y t z t ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž Œ { w q v { w q v ‡ w z † t s Œ { z { q w q Š { s w { q v

v ‡ s t • x ‡ t • v v ‡ r w v r s { v w t q z t † t • s u t q z v s • u v w t q � � r ‰ w Ž Ž z v { s v ‰ w v ‡ { q w q w v w { Ž — � ™ v ‡ { v w z t †

{ z • • { s r † t s Œ ‹ { q y v ‡ r q z ‡ t ‰ v ‡ { v r Š r s • w v r s { v w t q ’ s r z r s Š r z v ‡ r z • • { s r † t s Œ •

�

q t s y r s v t

z ‡ t ‰ v ‡ { v { z w q x Ž r w v r s { v w t q ’ s r z r s Š r z v ‡ r z • • { s r † t s Œ ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž q r r y v t Œ t y w † • v ‡ r s { q y t Œ

’ s t

–

r u v w t q { q y y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q z z • u ‡ v ‡ { v v ‡ r • ’ s r z r s Š r v ‡ r z • • { s r † t s Œ

› ‰ ‡ w Ž r v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v v s w Š w { Ž Ž • ’ s r z r s Š r z v ‡ r z • • { s r † t s Œ ¨ •

�

q ‘ r u v w t q

�

•

�

• Ÿ ‹ ‰ r y r z u s w | r

v ‡ r s r • • w s r y Œ t y w ” u { v w t q t † v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q { q y v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q z •

ì
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» r v

Cs
| r { u t y r ‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

ns
‹ { q y Ž r v

C = C2
s

| r { — � ™ ‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n = n2
s

•

� r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r u t y r ‰ t s y z t †

C2 { s r v ‡ r Œ { v s w u r z z • u ‡ v ‡ { v r { u ‡ t † v ‡ r w s s t ‰ z { q y u t Ž • Œ q z w z

{ u t y r ‰ t s y t †

C
• � r q t ‰ Š w r ‰ v ‡ r u t y r

C2 { z † t Ž Ž t ‰ z �

C2 ‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n4
s

‹ { q y ‰ r Š w r ‰

v ‡ r z v s w q x z t † Ž r q x v ‡

n4
s

{ z

4
� y w Œ r q z w t q { Ž ‡ • ’ r s u • | r z ‰ w v ‡ u t t s y w q { v r z w q

[ns]
4 •

¸

{ ˆ w q x v ‡ w z

Š w r ‰ ‹ t q r u { q z ‡ t ‰ v ‡ { v { z v s w q x

w 2 Fn4
s

w z { u t y r ‰ t s y t †

C2 w † { q y t q Ž • w † r Š r s • s r z v s w u v w t q

t †

w
v t { q { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r t † v ‡ r ‡ • ’ r s u • | r w z { u t y r ‰ t s y t †

C
› z r r ‘ r u v w t q £ •

ì

•

ì

† t s

y r v { w Ž z ¨ •

¸

‡ r Ž { v v r s u ‡ { s { u v r s w š { v w t q t † v ‡ r u t y r ‰ t s y z t †

C2 z • x x r z v z v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x � ’ Ž { q r z Š r s w ” r s �

† t s

C2 � • w Š r q { v r z v r y z v s w q x

w
‹ v ‡ r Š r s w ” r s Š w r ‰ z

w
{ z {

4
� y w Œ r q z w t q { Ž ‡ • ’ r s u • | r ‹ u ‡ t t z r z

{ s { q y t Œ { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r t †

w
{ q y Š r s w ” r z v ‡ { v w v w z { u t y r ‰ t s y t †

C
›| • r Œ • Ž { v w q x v ‡ r

Š r s w ” r s t †

C
¨ •

�

v v • s q z t • v v ‡ { v v ‡ w z Š r s w ” r s ‰ t s ˆ z ‰ r Ž Ž •

�

z w q x { s r z • Ž v t † œ   ‘ ž £ § ‹ ‰ r z ‡ t ‰

v ‡ { v w †

C
w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r

–

r u v w t q s { v w t

"
‹ v ‡ r q

C2 ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r ’ Ž { q r z Š r s w ” r s w z {

— � ™ ‰ w v ‡ s r

–

r u v w t q s { v w t

2� 32 � "
› z r r ‘ r u v w t q £ •

ì

† t s y r v { w Ž z ¨ • � t v r v ‡ { v w q t s y r s † t s v ‡ r

� ’ Ž { q r z Š r s w ” r s � v t ‰ t s ˆ ‹ w v q r r y z v t | r x w Š r q { u u r z z v t v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z t † { Ž Ž v ‡ r { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž

’ Ž { q r z •

¸

‡ • z ‹ v ‡ r ’ s t t † z v s w q x t † { u t y r ‰ t s y

c
t †

C2 ‰ w Ž Ž u t q z w z v t † v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z v ‡ { v

’ s t Š r v ‡ { v r { u ‡ { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r t †

c
w z { u t y r ‰ t s y t †

C
•

�

v u { q | r z ‡ t ‰ q v ‡ { v w †

C
‡ { z

| Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n = n2
s

{ q y ’ s t t † Ž r q x v ‡

m
‹ v ‡ r q

C2 ‡ { z ’ s t t † Ž r q x v ‡

� 4
2

�
� n � m = 6 � n � m

‹

s { v ‡ r s v ‡ { q

2 � n � m
{ z w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

ì

• ¡ t ‰ r Š r s ‹ v ‡ r r “ v s { † { u v t s t †

3
w z w Œ Œ { v r s w { Ž •

� � � � 
 � � � � � ¸

‡ r s r z • Ž v t † œ  ‘ ž £ § t q Ž • ‡ t Ž y z w †

Cs
‡ { z { z • � u w r q v Ž • Ž { s x r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

›w •r • ‹ x s r { v r s v ‡ { q

4

q
7
8

¨ •

¸

‡ • z ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž ‡ { Š r v t Œ { ˆ r z • s r v ‡ { v v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

Cs
w z v ‡ { v Ž { s x r • ‘ • u ‡ s r Ž { v w Š r y w z v { q u r u { q | r { u ‡ w r Š r y • z w q x v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž ” u w { v w t q •

¸

‡ r

q r r y v t ‡ { Š r u t y r z t † z • u ‡ ‡ w x ‡ s r Ž { v w Š r y w z v { q u r w z v ‡ r s r { z t q ‰ ‡ • ‰ r q r r y v t ‰ t s ˆ ‰ w v ‡

u t y r z t Š r s z t Œ r z • � u w r q v Ž • Ž { s x r ” q w v r ” r Ž y

F
w q z v r { y t † | w q { s • u t y r z •

� � � �

�
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�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r y r z u s w | r ‡ t ‰ ‰ r Œ t y w † • v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q { q y y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” �

u { v w t q t ’ r s { v w t q z z • u ‡ v ‡ { v v ‡ r • ’ s r z r s Š r v ‡ r z • • { s r † t s Œ t † v ‡ r — � ™ • » r v • z † t u • z † t s q t ‰

t q v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q • » r v

C : Fk ! Fn | r { — � ™ t † { z • • { s r † t s Œ ‹ v ‡ { v w z ‹

C = C2
s

† t s z t Œ r u t y r

Cs : Fks ! Fns
• ‘ • ’ ’ t z r ‰ r ‰ { q v v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r s { v r t †

C
•

�

† ‰ r

’ s t

–

r u v

C
v t z t Œ r s { q y t Œ z • | z r v t † u t t s y w q { v r z

S � [n]
‹ w v w z • q Ž w ˆ r Ž • v ‡ { v v ‡ { v

CjS
‰ w Ž Ž | r

t † { z • • { s r † t s Œ ‹ z w q u r v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v • v ‡ { v v ‡ r z • | z r v

S
‰ w Ž Ž ‡ { Š r v ‡ r † t s Œ t † { z • • { s r w z

Š r s • Ž t ‰ •

¸

‡ r z t Ž • v w t q v t v ‡ r ’ s t | Ž r Œ w z v t { ’ ’ Ž • s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q v t

Cs
w q z v r { y t †

C
•

¸

‡ { v w z ‹

w q t s y r s v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r s { v r t †

C
‹ ‰ r u ‡ t t z r { z r v

T � [ns]
• q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ { q y v { ˆ r

�
CsjT

� 2 v t | r t • s q r ‰ — � ™ • — Ž r { s Ž • ‹

�
CsjT

� 2 w z t † { z • • { s r † t s Œ { q y ‡ { z { | r v v r s s { v r v ‡ { q

C = C2
s

•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹

�
CsjT

� 2 w z w q y r r y { — � ™ ‹ z w q u r

�
CsjT

� 2
= CjT � T

•

� r • z r v ‡ r z { Œ r z t Ž • v w t q † t s v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q �

�

q t s y r s v t w Œ �

’ s t Š r v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

C
‹ ‰ r v { ˆ r

(DistAmp( Cs))
2 v t | r t • s q r ‰ — � ™ •

¸

‡ r u t y r

(DistAmp( Cs))
2 w z t † { z • • { s r † t s Œ { q y ‡ { z { | r v v r s s r Ž { v w Š r y w z v { q u r v ‡ { q

C
• ¡ t ‰ r Š r s ‹ w v w z

q t v u Ž r { s ‰ ‡ • z ‡ t • Ž y

(DistAmp( Cs))
2 | r { — � ™ •

¸

‡ r ‰ { • t † z ‡ t ‰ w q x v ‡ { v

(DistAmp( Cs))
2

ì
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w z { — � ™ w z { q t v ‡ r s q t Š r Ž v • t † v ‡ w z ’ { ’ r s •   r Ž t ‰ ‰ r x w Š r { | s w r † z • Œ Œ { s • t † v ‡ w z ’ s t t † ›z r r

‘ r u v w t q ¤ † t s y r v { w Ž z ¨ •

� r | r x w q | • t | z r s Š w q x v ‡ { v { ’ ’ Ž • w q x y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v t { u t y r ‰ t s y t †

Cs
w z {

Ž w q r { s t ’ r s { v w t q � v ‡ { v w z ‹ v ‡ r s r w z { Ž w q r { s † • q u v w t q

A
z • u ‡ v ‡ { v † t s r Š r s • Œ r z z { x r

xs 2 Fks

w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

A (Cs(xs)) = (DistAmp( Cs)) ( xs)
� r ’ s t u r r y | • Š w r ‰ w q x

(DistAmp( Cs))
2 { z † t Ž Ž t ‰ z •

�

q t s y r s v t r q u t y r { Œ r z z { x r

x 2 Fk
‰ w v ‡

(DistAmp( Cs))
2 ‹ Š w r ‰

x
{ z

ks � ks
Œ { v s w “ { q y ’ r s † t s Œ v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x z v r ’ z �

ì

•

�

q u t y r r Š r s • s t ‰ t †

x
‰ w v ‡

Cs
• ¥ r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

x1 •

Ÿ • p ’ ’ Ž •

A
v t r Š r s • s t ‰ t †

x1 • ¥ r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

x2 •

�

•

�

q u t y r r Š r s • u t Ž • Œ q t †

x2 ‰ w v ‡

Cs
• ¥ r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

x3 •

£ • p ’ ’ Ž •

A
v t r Š r s • u t Ž • Œ q t †

x3 • ‘ r v

(DistAmp( Cs))
2 (x)

v t | r v ‡ r s r z • Ž v •

� r u Ž { w Œ v ‡ { v • z w q x v ‡ r Ž w q r { s w v • t †

Cs
{ q y

A
‹ ‰ r u { q z ‰ w v u ‡ v ‡ r t s y r s t † ‘ v r ’ z Ÿ { q y

�

•

p † v r s z ‰ w v u ‡ w q x v ‡ r t s y r s ‹ v ‡ r r q u t y w q x ’ s t u r y • s r t †

(DistAmp( Cs))
2 | r u t Œ r z �

ì

•

�

q u t y r

x
‰ w v ‡

C = C2
s

• ¥ r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

x1 •

Ÿ • p ’ ’ Ž •

A
v t r Š r s • s t ‰ t †

x1 • ¥ r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

x2 •

�

• p ’ ’ Ž •

A
v t r Š r s • u t Ž • Œ q t †

x2 • ‘ r v

(DistAmp( Cs))
2 (x)

v t | r v ‡ r s r z • Ž v •

¸

‡ • z ‹

(DistAmp( Cs))
2 (x)

w z t | v { w q r y | • { ’ ’ Ž • w q x

A
Œ { q • v w Œ r z v t ’ { s v z t †

C(x)
• � r q r “ v

z ‡ t ‰ v ‡ { v { Š r s w ” r s t †

(DistAmp( Cs))
2 u { q v r z v { u { q y w y { v r u t y r ‰ t s y | • r Œ • Ž { v w q x v ‡ r

Š r s w ” r s t †

C
• � ‡ w Ž r ‰ r u t • Ž y ’ s t Š r v ‡ r Ž { v v r s u Ž { w Œ y w s r u v Ž • ‹ z • u ‡ { ’ s t t † ‰ t • Ž y ‡ { Š r | r r q

• • w v r u t Œ ’ Ž w u { v r y •

�

q z v r { y ‹ ‰ r y r Š r Ž t ’ { x r q r s { Ž † s { Œ r ‰ t s ˆ v ‡ { v { Ž Ž t ‰ z • z v t x w Š r { u Ž r { q r s

† t s Œ • Ž { v w t q t † v ‡ w z { s x • Œ r q v •

�
	 � � � 
 � � � 
 � � � � � 
 � �

q t s y r s v t ’ s t Š r v ‡ { v

(DistAmp( Cs))
2 w z { — � ™ ‹ ‰ r y r Š r Ž t ’ {

x r q r s { Ž † s { Œ r ‰ t s ˆ † t s ’ s t Š w q x z • u ‡ u Ž { w Œ z •

¸

‡ w z † s { Œ r ‰ t s ˆ { Ž Ž t ‰ z • z v t x w Š r { z w Œ ’ Ž r { q y

r Ž r x { q v ’ s t t † t † v ‡ r { s x • Œ r q v z ˆ r v u ‡ r y w q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‹ { q y Œ { • | r t † w q y r ’ r q y r q v w q v r s r z v •

� r ” s z v y r ” q r v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q t † v ‰ t u t y r z v t | r v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q t † v ‡ r w s r q u t y w q x † • q u v w t q z ‹

{ q y y r ” q r { q t q � z v { q y { s y q t v w t q t † � s r ’ r v w v w t q u t y r z � • � r v ‡ r q r “ { Œ w q r v ‡ r z v s • u v • s r t †

(DistAmp( Cs))
2 { q y t | z r s Š r v ‡ { v w v u { q | r t | v { w q r y | • u t Œ ’ t z w q x

C
‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q u t y r z

{ q y ’ r s Œ • v w q x w v z u t t s y w q { v r z • � r “ v ‹ ‰ r w y r q v w † • z t Œ r z w Œ ’ Ž r ’ s t ’ r s v w r z z • u ‡ v ‡ { v u t Œ ’ t z w q x

{ u t y r ‡ { Š w q x v ‡ t z r ’ s t ’ r s v w r z ‰ w v ‡ { — � ™ • w r Ž y z { — � ™ •

�

w q { Ž Ž • ‹ ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v s r ’ r v w v w t q

u t y r z ‡ { Š r v ‡ r { † t s r Œ r q v w t q r y ’ s t ’ r s v w r z { q y u t q u Ž • y r v ‡ { v

(DistAmp( Cs))
2 w z { — � ™ •

�

t s { z w Œ ’ Ž r r “ { Œ ’ Ž r t † ‡ t ‰ { u t y r u { q | r t | v { w q r y • z w q x s r ’ r v w v w t q z { q y ’ r s Œ • v { v w t q z ‹

u t q z w y r s v ‡ r u t y r

C0 t † ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

�

›z r r

�

• • { v w t q

ì

¨ ‹ { q y Š w r ‰ w v z u t y r ‰ t s y z { z z v s w q x z t Š r s

v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

F
› s { v ‡ r s v ‡ { q

Ft+1 ¨ •
�

| z r s Š r v ‡ { v v ‡ r u t y r ‰ t s y z t †

C0 u { q | r t | v { w q r y | •

y • ’ Ž w u { v w q x v ‡ r z • Œ | t Ž z t † v ‡ r u t y r ‰ t s y z t †

C
{ q y ’ r s Œ • v w q x v ‡ r w s u t t s y w q { v r z • p Ž v ‡ t • x ‡

v ‡ r Ž { v v r s r “ { Œ ’ Ž r Œ { • z r r Œ v s w Š w { Ž ‹ v ‡ r † s { Œ r ‰ t s ˆ ‰ r y r Š r Ž t ’ w q ‘ r u v w t q ¤ { Ž Ž t ‰ z r “ ’ s r z z w q x

Œ t s r u t Œ ’ Ž w u { v r y u t y r z › r • x • ‹

DistAmp( C)
{ q y

C2 ¨ { z s r z • Ž v z t † u t Œ ’ t z w q x

C
‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q

u t y r z •

ì
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‘ • ’ ’ t z r ‰ r ‰ w z ‡ v t u t q z v s • u v { — � ™ t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
• p z | r † t s r ‹ ‰ r z v { s v ‰ w v ‡ { u t y r

C0
t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k0
‹ s { v r

R
{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
‹ { q y v ‡ r q y r ” q r { z r • • r q u r t † u t y r z

f Ci gi

•   • v ‹ v ‡ w z v w Œ r ‰ r y t � ~ ‚ s r • • w s r v ‡ { v r { u ‡

Ci
‰ w Ž Ž | r { — � ™ ‹ | • v s { v ‡ r s v ‡ { v r { u ‡

C2
i

‰ w Ž Ž | r { — � ™ •

�

q t v ‡ r s ‰ t s y z ‹ ‰ r v ‡ w q ˆ t † v ‡ r

i
� v ‡ w v r s { v w t q { z z v { s v w q x ‰ w v ‡ v ‡ r — � ™

C2
i

{ q y ’ s t y • u w q x v ‡ r — � ™

C2
i +1

•

¸

‡ r u t y r

Ci +1
w z t | v { w q r y † s t Œ

Ci
{ z † t Ž Ž t ‰ z �
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• » r v

C
¸

™

i
def= C2

i
•

¸

‡ r u t y r

�
C

¸

™

i

� 2
w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r ’ Ž { q r z Š r s w ” r s › t †

‘ r u v w t q

�

•

�

•
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Ÿ • » r v

C
� ™

i
| r v ‡ r s r z • Ž v t † { ’ ’ Ž • w q x s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q v t

C
¸

™

i
•

¸

‡ r u t y r

�
C

� ™

i

� 2
w z

{ — � ™ z w q u r

�
C

¸

™

i

� 2
w z { — � ™ ›z r r y w z u • z z w t q { v v ‡ r | r x w q w q x t † ‘ r u v w t q

�

•

�

• Ÿ ¨ •

�

• ‘ r v

Ci +1
v t | r v ‡ r s r z • Ž v t † { ’ ’ Ž • w q x y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v t

C
� ™

i
•

¸

‡ r u t y r

C2
i +1

w z

{ — � ™ z w q u r

�
C

� ™

i

� 2
w z { — � ™ › z r r ‘ r u v w t q

�

•

�

• Ÿ ¨ •

� r q t ‰ ‡ { Š r v ‡ { v

�
Clog logk 0

k� 1

� 2
w z { — � ™ ‰ w v ‡ Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
{ q y ‰ w v ‡ v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z

z v { v r y w q

¸

{ | Ž r
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q ‘ r u v w t q £ ‹ ‰ r { q { Ž • š r v ‡ r v ‡ s r r | { z w u t ’ r s { �

v w t q z t q — � ™ z y r z u s w | r y { | t Š r ‹ q { Œ r Ž • ‹ v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v ‹ s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q { q y y w z v { q u r

{ Œ ’ Ž w ” u { v w t q •

�

q ‘ r u v w t q ¤ ‹ ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v w † { u t y r

C = C2
s

w z { — � ™ v ‡ r q

(DistAmp( Cs))
2 w z

{ — � ™ ‰ w v ‡ s r Ž { v r y ’ { s { Œ r v r s z •

¸

‡ r † • Ž Ž u t q z v s • u v w t q ›{ z t • v Ž w q r y { | t Š r ¨ w z v ‡ r q { q { Ž • š r y

w q ‘ r u v w t q � •

�

q { y y w v w t q ‹ w q ‘ r u v w t q � ‰ r { Ž z t z ‡ t ‰ ‡ t ‰ v t w Œ ’ s t Š r v ‡ r u t q z v s • u v w t q z • u ‡

v ‡ { v v ‡ r — � ™ z ‡ { Š r u t q z v { q v • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y u t q z v { q v s r

–

r u v w t q s { v w t ‹ { q y y r s w Š r

»

¸

— z ‰ w v ‡ x t t y ’ { s { Œ r v r s z † s t Œ v ‡ t z r — � ™ z •

� r z v s r z z v ‡ { v w q v ‡ r s r z v t † v ‡ w z ’ { ’ r s ‰ r Œ r { z • s r v ‡ r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

v ‡ r — � ™ z s { v ‡ r s v ‡ { q v ‡ r w s ’ s t t † Ž r q x v ‡ •

¸

‡ • z ‹ t • s x t { Ž w z u t q z v s • u v w q x — � ™ z v ‡ { v

‡ { Š r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v •

logk + O(log logk)
‹ ‰ ‡ w u ‡ u t s s r z ’ t q y z v t ‡ { Š w q x ’ s t t † Ž r q x v ‡

k poly (logk)
•

� � � � j 
 i o k h � k h � � � �

�

q v ‡ w z z r u v w t q ‰ r x w Š r † t s Œ { Ž z v { v r Œ r q v z { q y ’ s t t † z t † v ‡ r ’ s t ’ r s v w r z t † v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v ‹

s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q { q y y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q z •

� ª © � ­ ® ³ � ¯ � ¯ � � � ´ µ

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r { q { Ž • š r v ‡ r

¸

r q z t s ™ s t y • u v t ’ r s { v w t q ‹ ‰ ‡ w u ‡ ‰ r • z r w q t s y r s v t w q u s r { z r

v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ t † t • s — � ™ z • ‘ ’ r u w ” u { Ž • ‹ ‰ r ’ s t Š r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x s r z • Ž v �

Ÿ ž
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C4 def= ( C2)2 
 „ €

(q; "0; r 0)
� � � � � ~ 	

"0 = 2 � 32 � "
€ � �

r 0 = r + log
��

4
2

�
n2

�
= r + log

�
6 �

k2

R2

�
= r + log k2 + O(log

1
R

)

� � � � 
 � � �

�

�

� t v r v ‡ { v

C2 ‡ { z Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k2 ‹ v ‡ { v

C4 ‡ { z Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k4 { q y v ‡ { v

(r 0 � logk4) = ( r � logk2) + log 6
R2

•

¸

‡ { v w z ‹ v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r

y w ˜ r s r q u r | r v ‰ r r q v ‡ r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r — � ™ { q y v ‡ r Ž t x { s w v ‡ Œ t † w v z Œ r z z { x r

Ž r q x v ‡ | • { q { y y w v w Š r v r s Œ t †

log 6
R2
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‡ w z w z { q { Ž t x t • z v t Œ • Ž v w ’ Ž • w q x v ‡ r ’ s t t † s { v r | • {

† { u v t s t † R2

6

‹ { z y r z u s w | r y w q ‘ r u v w t q

�

•

�

•
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C
| r { z w q v ‡ r v ‡ r t s r Œ •   r † t s r ‰ r ’ s t Š r

¸

‡ r t s r Œ £ •
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‹ ‰ r ” s z v y w z u • z z v ‡ r z v s • u v • s r

t †

C4 def= ( C2)2 • � r v ‡ r q y r ” q r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z { q y Š r s w ” r s t †

C4 { q y { q { Ž • š r v ‡ r Œ •

� � � � � � � � � � 
 � � � � 
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C4

� t v r v ‡ { v v ‡ r u t y r

C4 ‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n4 • � r w y r q v w † • v ‡ r z r v t † u t t s y w q { v r z

[n4]
‰ w v ‡

v ‡ r

4
� y w Œ r q z w t q { Ž ‡ • ’ r s u • | r

[n]4
• � r z { • v ‡ { v { z • | z r v

L � [n]4
w z { q �

�

! � � � � � � �� � � ! � �

t † v ‡ r ‡ • ’ r s u • | r w † v ‡ r s r r “ w z v

i1 6= i2 6= i3 2 [4]
{ q y

a1; a2; a3 2 [n]
z • u ‡ v ‡ { v

L =�
x 2 [n]4 : x i 1 = a1; x i 2 = a2; x i 3 = a3
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�
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i4 2 [4]n f i1; i2; i3g
‹ ‰ r z { • v ‡ { v

L
w z ’ { s { Ž Ž r Ž v t

v ‡ r

i4
� v ‡ { “ w z • ‘ w Œ w Ž { s Ž • ‹ ‰ r z { • v ‡ { v { z • | z r v

P � [n]4
w z { q �

�

! � � � � � � �� � � � � � � t † v ‡ r ‡ • ’ r s u • | r

w † v ‡ r s r r “ w z v

i1 6= i2 2 [4]
{ q y

a1; a2 2 [n]
z • u ‡ v ‡ { v
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x 2 [n]4 : x i 1 = a1; x i 2 = a2
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P
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» r v

c
| r { u t y r ‰ t s y t †

C4 = ( C2)2 ‹ { q y s r u { Ž Ž v ‡ { v ‰ ‡ r q

c
w z Š w r ‰ r y { z {

n2 � n2 Œ { v s w “ ‹ { Ž Ž v ‡ r s t ‰ z { q y u t Ž • Œ q z t †

c
{ s r u t y r ‰ t s y z t †
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�
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4
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c
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P
w z { q { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r v ‡ { v u t q v { w q z

L
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c
{ z { q
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P
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u t Ž • Œ q t †
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t s t q r y w s r u v w t q ‹ Ž r v

w 2 Fn4 | r { z v s w q x z • u ‡ v ‡ { v † t s r Š r s • { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r

P
w v

‡ t Ž y z v ‡ { v

wjP 2 C2 • ¢ w r ‰

w
{ z { q

n2 � n2 Œ { v s w “ { q y q t v r v ‡ { v r { u ‡ s t ‰ t †

w
u { q | r Š w r ‰ r y

{ z { s r z v s w u v w t q t †

w
v t { q { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r •

¸

‡ r s r † t s r ‹ r Š r s • s t ‰ t †
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w z { u t y r ‰ t s y t †
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w
w z { u t y r ‰ t s y t †
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v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v
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c 2 C4 { q y Ž r v

P � [n]4
| r { q { s | w v s { s • { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r •
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t †

c
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t † ’ s t t † z v s w q x z t †

C2 �

�

t s r Š r s • { “ w z ’ { s { Ž Ž r Ž ’ Ž { q r
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� c
w q u Ž • y r z { ’ s t t †

z v s w q x
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k = R � n
t Š r s

F
v t Œ r z z { x r z t † Ž r q x v ‡
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C1
•

¸

‡ { v w z ‹

C[` ]
1

r q u t y r z r { u ‡ Œ r z z { x r
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v t | r v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q t †

C1
{ q y

C2
{ z † • q u v w t q z •

¸

‡ { v w z ‹

C2 � C1
w z v ‡ r u t y r v ‡ { v
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C
•

¸

‡ r q r “ v ’ s t ’ t z w v w t q z v { v r z v ‡ w z

† { u v w q v r s Œ z t † u t Œ ’ t z w v w t q z ‹ s r ’ r v w v w t q z ‹ { q y ’ r s Œ • v { v w t q z •

¸

‡ r ’ s t ’ t z w v w t q ‰ w Ž Ž | r • z r y

v t z w Œ ’ Ž w † • v ‡ r ’ s r z r q v { v w t q t † v r q z t s ’ s t y • u v u t y r z •

�

t s v ‡ w z ’ s t ’ t z w v w t q ‹ ‰ r { z z • Œ r v ‡ { v

{ q

m � `
Œ { v s w “ t Š r s

F
w z s r ’ s r z r q v r y { z { Š r u v t s w q

Fm�` | • v ‡ r u t q u { v r q { v w t q t † w v z s t ‰ z ‹

v ‡ { v w z ‹ v ‡ r ” s z v

`
r Ž r Œ r q v z t † v ‡ r Š r u v t s { s r v ‡ r Œ { v s w “ ” s z v s t ‰ ‹ v ‡ r q r “ v

`
r Ž r Œ r q v z { s r

v ‡ r z r u t q y s t ‰ ‹ { q y z t t q •

	 
 � � � � 
 � 
 � � � � � � �

ƒ ‚

C1 : Fk ! Fn … ƒ € • ~ � ƒ




�

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ � ƒ 	 � � ‚ € ‚ 
 ~ � „

� 1
€ � �

� 2
~ 
 ƒ 	

[kn]
€ � �

[n2]
	 ƒ „ � ƒ • ‚ 
 
 ƒ } • „ � • � ‚ � € ‚

C2
1 = P� 2 � C[n]

1 � P� 1 � C[k]
1 


	 
 � � �

» r v

� 1
| r { ’ r s Œ • v { v w t q t q

[kn]
z • u ‡ v ‡ { v x w Š r q { Š r u v t s w q

Fkn ‹ ‰ ‡ w u ‡ s r ’ s r z r q v z {

k � n
Œ { v s w “

M
‹ ’ r s Œ • v r z v ‡ r u t t s y w q { v r z t † v ‡ r Š r u v t s z • u ‡ v ‡ { v w v s r ’ s r z r q v z v ‡ r v s { q z ’ t z r

Œ { v s w “

M T • » r v

� 2
| r { z w Œ w Ž w { s ’ r s Œ • v { v w t q t Š r s

[n2]
† t s

n � n
Œ { v s w u r z • » r v

M
| r {

k � k
Œ { v s w “ s r ’ s r z r q v r y { z { Š r u v t s w q

Fk2 •

¸

‡ r q

C[k]
1 (M )

w z v ‡ r s r z • Ž v t † r q u t y w q x r { u ‡ t † v ‡ r

s t ‰ z t †

M
‰ w v ‡

C1
‹ { q y

�
P� 2 � C[n]

1 � P� 1

� �
C[k]

1 (M )
�

w z v ‡ r s r z • Ž v t † r q u t y w q x v ‡ r u t Ž • Œ q z

t †

C[k]
1 (M )

‰ w v ‡

C1
•

�

v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v

C2
1(M ) =

�
P� 2 � C[n]

1 � P� 1 � C[k]
�

(M )
•

�

� � � � 
 � � � � �

� t v r v ‡ { v » r Œ Œ { ¤ • ¤ z • x x r z v { z w Œ ’ Ž r { Ž x t s w v ‡ Œ † t s u t Œ ’ • v w q x v ‡ r x r q r s { v w q x

Œ { v s w “ t †

C2
1

• ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ x w Š r q v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w “ t †

C
‹ ‰ r u { q u t Œ ’ • v r v ‡ r x r q r s { v w q x

Œ { v s w “ t †

C2
1

‹ | • ” s z v u t Œ ’ • v w q x v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w u r z t †

C[k]
1

‹

P� 1

‹

C[n]
1

{ q y

P� 2

‹ { q y v ‡ r q

t • v ’ • v w q x v ‡ r w s ’ s t y • u v •

Ÿ ¦



� � � �

�

� ' � � 
 � 
 � 	

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2 � 
 � �

C2

» r v

C
‹

G
‹

t
{ q y

I
| r { z w q

¸

‡ r t s r Œ £ •

ì

Ÿ • » r v • z Š w r ‰ v ‡ r u t q z v s • u v w t q t †

DistAmpG;t;I (C)
w q { y w ˜ r s r q v ‰ { • v ‡ { q v ‡ r ‰ { • w v ‰ { z y r ” q r y w q ‘ r u v w t q £ •

�

• ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ v ‡ r r q u t y w q x t † {

Œ r z z { x r

x 2 Fk • z w q x

DistAmpG;t;I (C)
u { q | r y t q r | • v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x z v r ’ z �

ì

•

�

q u t y r

x 2 Fk ‰ w v ‡

C
‹ s r z • Ž v w q x w q { u t y r ‰ t s y

c1 2 Fn •

Ÿ • ¥ • ’ Ž w u { v r r { u ‡ z • Œ | t Ž t †

c1 v t u s r { v r

(t + 1) dt u t q z r u • v w Š r u t ’ w r z t † v ‡ r z • Œ | t Ž ‹ { q y

y r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

c2 2 F(t+1) dt n •

�

q t v ‡ r s ‰ t s y z ‹ w † ‰ r y r q t v r | •

R : F ! F(t+1) dt

v ‡ r s r ’ r v w v w t q u t y r v ‡ { v y • ’ Ž w u { v r z { z w q x Ž r z • Œ | t Ž

(t + 1) dt v w Œ r z ‹ v ‡ r q ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

c2 = R[n](c1)
•

¸

‡ r q • Œ | r s

(t + 1) dt ‰ { z u ‡ t z r q | r u { • z r w v w z v ‡ r q • Œ | r s t † v w Œ r z {

Š r s v r “ t †

G
{ ’ ’ r { s z w q ‰ { Ž ˆ z t † Ž r q x v ‡

t
t Š r s

G
•

�

• ™ r s Œ • v r v ‡ r u t t s y w q { v r z t †

c2 z • u ‡ v ‡ { v r Š r s •

t+1
u t q z r u • v w Š r q t q � t Š r s Ž { ’ ’ w q x z • Œ | t Ž z

† t s Œ { ‰ { Ž ˆ t † Ž r q x v ‡

t
t q

G
‹ { q y y r q t v r v ‡ r s r z • Ž v | •

c3 2 F(t+1) dt n •

¼ t s r z ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ y r ” q r

c3 = P� (c2)
‹ ‰ ‡ r s r

�
w z { ’ r s Œ • v { v w t q t Š r s

[(t + 1) dtn]
z • u ‡

v ‡ { v † t s r Š r s • ‰ { Ž ˆ

i = ( i0; : : : ; i t )
t q

G
› ‰ ‡ r s r

i0; : : : ; i t 2 [n]
¨ v ‡ r s r r “ w z v z

0 � j < d tn
z • u ‡ v ‡ { v

c3
(t+1) �j +1 c3

(t+1) �j +2 : : : c3
(t+1) �j +( t+1) = c1

i 0
c1

i 1
: : : c1

i t

£ •

�

w q { Ž Ž • ‹ r q u t y r r Š r s •

t + 1
u t q z r u • v w Š r z • Œ | t Ž z t †

c3 ‰ w v ‡

I : Ft+1 ! Fn I
‹ { q y z r v

DistAmpG;t;I (C) (x)
v t | r v ‡ r s r z • Ž v •

¸

‡ { v w z ‹

DistAmpG;t;I (C) (x) = I [dt n](x) 2
Fn I �dt n •

¸

‡ • z ‹

DistAmpG;t;I (C)
u { q | r t | v { w q r y { z

I [dt n] � P� � R[n] � C
• � r v • s q v t r “ { Œ w q r

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2 •   • ™ s t ’ t z w v w t q ¤ •£ ‹ w v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v ‰ r u { q t | v { w q

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2

† s t Œ

C2 | •

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2
=

�
I [dt n]

� 2
� P2

� �
�
R[n]

� 2
� C2 › Ÿ ¨

� t v r v ‡ { v

P2
�

w z { Ž z t { ’ r s Œ • v { v w t q u t y r •

�

z w q x ™ s t ’ t z w v w t q ¤ • ¤ ‹ ‰ r u { q s r Œ t Š r v ‡ r v r q z t s

’ s t y • u v z

�
R[n]

� 2 { q y

�
I [dt n]

� 2
† s t Œ

�

• • { Ž w v • › Ÿ ¨ ‹ v ‡ r s r | • t | v { w q w q x u t y r z v ‡ { v { s r r { z w r s v t

{ q { Ž • š r • ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ { ’ ’ Ž • w q x ™ s t ’ t z w v w t q ¤ • ¤ ‹ v ‡ r s r r “ w z v ’ r s Œ • v { v w t q z

� 1; � 2; � 3; � 4
z • u ‡

v ‡ { v

�
R[n]

� 2
= P� 2 �

�
R[n]

� [(t+1) dt n] � P� 1 �
�
R[n]

� [n]

= P� 2 � R[(t+1) dt n2] � P� 1 � R[n2 ]

�
I [dt n]

� 2
= P� 4 �

�
I [dt n]

� [n I �dt n]
� P� 3 �

�
I [dt n]

� [(t+1) dt n]

= P� 4 � I
�

n I �(dt n)2 �

� P� 3 � I
�

(t+1) (dt n)2 �

  • z • | z v w v • w q x v ‡ r { | t Š r r • • { Ž w v w r z w q

�

• • { Ž w v • › Ÿ ¨ ‹ ‰ r t | v { w q v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x w Œ ’ t s v { q v u ‡ { s �

{ u v r s w š { v w t q t †

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2 �

	 
 � � � � 
 � 
 � � � � � � �

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ � ƒ 	 � � ‚ € ‚ 
 ~ � „

� 1; � 2; � 3; � 4
„ � • � ‚ � € ‚

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2
= P� 4 � I

�

n I (dt n)2 �

� P� 3 � I
�

(t+1) (dt n)2 �

� P� 2 � R[(t+1) dt n2] � P� 1 � R[n2 ] � C2

Ÿ º



� ª � 
 � 
 ² � ³ ¶ µ ¶ � ® ² ¯ ­ ³ ­ ¯ · ­ ³ ± � ´ ° ± µ ­ ³ µ ° � ¶ ± ¶ µ �

™ s t ’ t z w v w t q ¤ • ¦ w Œ ’ Ž w r z v ‡ { v w q t s y r s v t ’ s t Š r v ‡ { v

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2 w z { — � ™ ‹ w v z • � u r z

v t z v • y • v ‡ r ’ s r z r s Š { v w t q t † Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • • q y r s u t Œ ’ t z w v w t q ‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q u t y r z • � • s

x t { Ž w q v ‡ w z z r u v w t q w z z ‡ t ‰ w q x v ‡ { v v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q ‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q u t y r z ’ s r z r s Š r z Ž t u { Ž

v r z v { | w Ž w v • ‹ v ‡ { v w z ‹ v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q t † { — � ™ ‰ w v ‡ { s r ’ r v w v w t q u t y r s r z • Ž v z w q { — � ™ •

�

q

‘ r u v w t q ¤ • Ÿ •

ì

‰ r w y r q v w † • ’ s t ’ r s v w r z t † u t y r z v ‡ { v { s r z • � u w r q v † t s v ‡ r ’ s r z r s Š { v w t q t † Ž t u { Ž

v r z v { | w Ž w v • • q y r s u t Œ ’ t z w v w t q •

�

q ‘ r u v w t q ¤ • Ÿ • Ÿ ‹ ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v s r ’ r v w v w t q u t y r z r q

–

t • v ‡ r

{ † t s r Œ r q v w t q r y ’ s t ’ r s v w r z { q y u t q u Ž • y r v ‡ { v v ‡ r u t Œ ’ t z v w t q ‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q u t y r z ’ s r z r s Š r z

Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • •

� �

�

� � 	 
 � � � 
 � 
 � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � 
 � 
 � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � � � � ' 
 � 
 � �

� � � � 
 � 
 � � � � � �

p u t y r

C1 : Fk ! Fn w z z { w y v t | r

� $

� �

�

�

! � !�




� � � � � � " ! � � w † † t s r Š r s • v ‰ t

z v s w q x z

x; y 2 Fk ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

� (C1(x); C1(y)) � � � � (x; y)

¸

‡ r ’ s t ’ r s v • t † � ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š { v w t q � w z q t q � z v { q y { s y w q — t y w q x

¸

‡ r t s • ‹ z w q u r w v u t q � w u v z

‰ w v ‡ ‡ { Š w q x x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ {

�
� ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x u t y r u { q ‡ { Š r

s r Ž { v w Š r y w z v { q u r { v Œ t z v

�=n
• � r Š r s v ‡ r Ž r z z ‹ ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x u t y r z ‰ w Ž Ž | r • z r † • Ž w q t • s

{ q { Ž • z w z •

�

t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ q t v r v ‡ { v ’ r s Œ • v { v w t q u t y r z { s r

1
� ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x •

� r u { Ž Ž v ‡ { v w q v ‡ r y r ” q w v w t q z t † »

¸

— z { q y — � ™ z › ¥ r ” q w v w t q z Ÿ • Ÿ { q y Ÿ • � ¨ ‹ v ‡ r s r

–

r u v w t q

’ s t ’ r s v • t † — � ™ z ‰ { z z v s t q x r s v ‡ { q v ‡ r t q r t † »

¸

— z •

�

q v ‡ w z z r u v w t q ‰ r ‰ w Ž Ž Œ { ˆ r • z r t †

»

¸

— z v ‡ { v r q

–

t • v ‡ r z v s t q x s r

–

r u v w t q ’ s t ’ r s v • t † — � ™ z • ‘ • u ‡ »

¸

— z { s r • z • { Ž Ž • s r † r s r y { z

� z v s t q x »

¸

— z � › z r r ‹ r •x • ‹ œ • ‘ ž Ÿ ‹ ‘ r u v w t q Ÿ •

ì

§ ¨ ‹ { q y { s r { z ’ r u w { Ž u { z r t † — � ™ z w q ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r

’ s t t † z v s w q x w z { Ž ‰ { • z r Œ ’ v • • � r x w Š r { Œ t s r y r v { w Ž r y y r ” q w v w t q t † z v s t q x »

¸

— z | r Ž t ‰ •

� � � � 
 � 
 � � � � � �

p u t y r

C1 : Fk ! Fn w z z { w y v t | r

(q; "; r ) $

� � �

�

� � �

� �

� � �




� � � � � � �� w † v ‡ r s r

r “ w z v z { ’ s t | { | w Ž w z v w u t s { u Ž r u w s u • w v

V
z • u ‡ v ‡ { v

ì

•

V
Œ { ˆ r z { v Œ t z v

q
q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z v t w v z t s { u Ž r { q y v t z z r z { v Œ t z v

r
u t w q z •

Ÿ •

�

t s r Š r s • u t y r ‰ t s y

c 2 C1
‹ ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

Pr [V c { u u r ’ v z

] = 1
•

�

•

�

t s r Š r s • z v s w q x

w 2 Fn ‹ ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

Pr [V w s r

–

r u v z

] � " � � C (w)
•

� r u { Ž Ž v ‡ { v w q t s y r s v t { s x • r v ‡ { v w †

C
w z { — � ™ v ‡ r q z t w z

DistAmpG;t;I (C)
› w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

�

¨ ‹ ‰ r u Ž { w Œ r y v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s t †

DistAmpG;t;I (C)
u { q r Œ • Ž { v r v ‡ r Š r s w ” r s t †

C
• � r

q t ‰ y r ” q r v ‡ r r “ { u v ’ s t ’ r s v • ‰ r • z r w q v ‡ r r Œ • Ž { v w t q t † Š r s w ” r s z • � r u t Œ Œ r q v v ‡ { v v ‡ w z w z

{ � ~ � � „ ‚ € � � € 	 � q t v w t q •

� � � � 
 � 
 � � � � � � �

p u t y r

C1 : Fk ! Fn w z z { w y v t | r

(q; "; r )
� �

� �

� � �




�

� �

� � � ! � �� w † v ‡ r s r r “ w z v z

{ ’ s t | { | w Ž w z v w u t s { u Ž r u w s u • w v

A
z • u ‡ v ‡ { v

ì

•

A
s r u w r Š r z { z w q ’ • v { q w q y r “

i 2 [k]
•

A
r w v ‡ r s t • v ’ • v z { z • Œ | t Ž t s s r

–

r u v z •

Ÿ ¹



Ÿ •

A
Œ { ˆ r z { v Œ t z v

q
q t q � { y { ’ v w Š r • • r s w r z v t w v z t s { u Ž r { q y v t z z r z { v Œ t z v

r
u t w q z •

�

•

�

t s r Š r s • Œ r z z { x r

x 2 Fk { q y r Š r s •

i 2 [k]
‹ ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

Pr
�
AC1 (x)(i ) = x i

�
= 1

•

£ •

�

t s r Š r s • z v s w q x

w 2 Fn ‹ r Š r s •

i 2 [k]
{ q y r Š r s • Œ r z z { x r

x
z • u ‡ v ‡ { v

� (w; C1(x)) =
� C (w)

‹ ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

Pr [Aw(i ) 6= x i
{ q y

Aw(i )
‡ { z q t v s r

–

r u v r y

] � 1 � "
¸

‡ { v w z ‹

A
Œ { • s r

–

r u v ‰ w v ‡ { q • ’ s t | { | w Ž w v • ‹ | • v w † w v y w y q t v s r

–

r u v ‹ v ‡ r q v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v •

v ‡ { v w v t • v ’ • v z { ‰ s t q x z • Œ | t Ž w z z Œ { Ž Ž › ‰ ‡ r s r � ‰ s t q x � Œ r { q z y w ˜ r s r q v v ‡ { q

x i
¨ •

� r s r † r s v t

A
{ z v ‡ r �

� �

� � �

�

� t †

C1
‹ { q y v t

q
‹

"
{ q y

r
{ z v ‡ r 


�

� �




� �

� � � �

�

!�




‹ �

� � �

� � �

� �

�

� � � ! � !�




{ q y � � �

� �

� � � � �

� �

� � ��

�

!�




t †

C1
‹ s r z ’ r u v w Š r Ž • •

� � � � � � � � � � � � � 
 ' � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � � � � ' � � � � � � � ¸

‡ r q t v w t q t † » t u { Ž Ž •

p u u r z z w | Ž r — t y r z › » p — z ¨ w z { Š r s • ‰ r { ˆ Š { s w { q v t † v ‡ r q t v w t q t † » t u { Ž Ž • ¥ r u t y { | Ž r — t y r z

› » ¥ — z ¨ † t s Œ { Ž w š r y w q � { v š { q y

¸

s r Š w z { q œ �

¸

ž ž § •

¸

‡ r Œ { w q y w ˜ r s r q u r | r v ‰ r r q » p — z { q y

» ¥ — z w z v ‡ { v v ‡ r y r ” q w v w t q t † { q » p — y t r z q t v s r • • w s r v ‡ r u t y r v t ‡ { Š r { x t t y s r Ž { v w Š r

y w z v { q u r ‹ ‰ ‡ w Ž r { x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r w z w Œ ’ Ž w u w v w q v ‡ r y r ” q w v w t q t † » ¥ — z •

¸

‡ w z w Œ ’ Ž w r z

v ‡ { v { q » p — Œ { • ‡ { Š r q t r s s t s u t s s r u v w t q u { ’ { | w Ž w v • � † t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ w v w z r { z • v t z r r v ‡ { v v ‡ r

w y r q v w v • Œ { ’ w z { q » p — •

¸

‡ w z y w ˜ r s r q u r Œ { ˆ r z » p — z { z r r Œ w q x Ž • ‰ r { ˆ r s q t v w t q v ‡ { q » ¥ — z ‹

{ q y w q y r r y v ‡ r • { s r Œ • u ‡ r { z w r s v t u t q z v s • u v •

� r y t q t v r ‹ ‡ t ‰ r Š r s ‹ v ‡ { v » p — z { s r z v s t q x r s v ‡ { q » ¥ — z w q t q r z r q z r �

¸

‡ r { u u r z z t s t †

{ q » p — w z s r • • w s r y v t ‡ { Š r { Ž t ‰ r s s t s ’ s t | { | w Ž w v • ‰ ‡ r q x w Š r q { u u r z z v t € � • t s { u Ž r ‹ ‰ ‡ w Ž r

v ‡ r y r u t y r s t † { q » ¥ — w z s r • • w s r y v t ‡ { Š r { Ž t ‰ r s s t s ’ s t | { | w Ž w v • ~ � } • ‰ ‡ r q x w Š r q { u u r z z v t

t s { u Ž r z v ‡ { v { s r u Ž t z r v t v ‡ r u t y r • » p — z u { q { u ‡ w r Š r v ‡ w z z v s t q x r s ’ s t ’ r s v • | • • z w q x v ‡ r w s

{ | w Ž w v • v t s r

–

r u v ‰ ‡ r q r Š r s v ‡ r • { s r x w Š r q { u r z z v t { q t s { u Ž r v ‡ { v w z v t t u t s s • ’ v r y •

¸

‡ r Ž { v v r s

† r { v • s r w z s r Ž { v r y v t v ‡ r q t v w t q t † »

¸

— z ‹ { q y w q y r r y ‹ w v u { q | r z ‡ t ‰ q v ‡ { v { u t y r v ‡ { v w z

| t v ‡ { z v s t q x »

¸

— { q y { » ¥ — w z { Ž z t { » p — •

� r { s r q t ‰ s r { y • v t ’ s t Š r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x � u t Œ ’ t z w v w t q v ‡ r t s r Œ � �

� � � � 
 � � � � � � � �

ƒ ‚

C1 : Fk ! Fn … ƒ €

(q1; "1; r1)
�

� � �




�

ƒ ‚

C2 : Fn ! Fn0 … ƒ €

�
� � 	 ~ � 
 � 
 ‚ •

� 	 ƒ „ ƒ 	 
 
 � �

	

�
qT

2 ; "T
2 ; r T

2

�
� „ ‚ 	 ~ � � } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ € � �

�
qA

2 ; "A
2 ; r A

2

�
� } ~ • € } } • € • • ƒ „ „ 
 … } ƒ • ~ � ƒ




�

� ƒ �

C2 � C1

 „ €

� � �
� 
 ‚ � ‚ � ƒ

�
~ } } ~ � 
 � � � € 	 € � ƒ ‚ ƒ 	 „ �

�


 �

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

max
�

q1 � qA
2 ; qT

2

	



�


 �

ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~

min
�

1
4�

�
"A

2

� q1 � "1; 1
4"T

2

	



�


 �

€ � � ~ � � ƒ „ „ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

1 + max
�

r1 + q1 � r A
2 ; r T

2

	



	 
 � � �

� r y r ” q r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z { q y Š r s w ” r s t †

C2 � C1
{ q y ’ s t Š r v ‡ r • z { v w z † • v ‡ r s r • • w s r �

Œ r q v z t †

¸

‡ r t s r Œ ¤ •

ì ì

•

�
� � � � 
 � � � � � 
 
 � 	 � � �

C2 � C1
� ¸

‡ r ’ s t t † z v s w q x z t †

C2 � C1
{ s r v ‡ r z { Œ r { z v ‡ t z r t †

C1
•

¸

‡ { v w z ‹ † t s r Š r s • Œ r z z { x r

x 2 Fk1
‹ v ‡ r ’ s t t †

� (C2 � C1 )( x)
t †

(C2 � C1)(x)
r • • { Ž z v ‡ r

’ s t t †

� C1 (x)
t †

C1(x)
•

�

ž



�
� � � � � 
 
 � � 
 � �

C2 � C1
�

» r v

V1
{ q y

V2
| r v ‡ r Š r s w ” r s z t †

C1
{ q y

C2
‹ { q y Ž r v

A
| r

v ‡ r { u u r z z t s t †

C2
• � r y r ” q r v ‡ r Š r s w ” r s

V
t †

C2 � C1
{ z † t Ž Ž t ‰ z • ‘ • ’ ’ t z r

V
w z x w Š r q

t s { u Ž r { u u r z z v t { v r z v r y z v s w q x

w 2 Fn0 { q y { ’ s t t † z v s w q x

�
• � w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1

2

‹ v ‡ r

Š r s w ” r s

V
w q Š t ˆ r z

V w
2

v t Š r s w † • v ‡ r Œ r Œ | r s z ‡ w ’ t †

w
w q

C2
• � w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1

2

‹ v ‡ r

Š r s w ” r s

V
r Œ • Ž { v r z

V1
• � ‡ r q r Š r s

V1
• • r s w r z { z • Œ | t Ž t † v ‡ r v r z v r y z v s w q x › z { • ‹ v ‡ r

i
� v ‡

z • Œ | t Ž ¨ ‹

V
w q Š t ˆ r z

Aw(i )
•

�

†

Aw(i )
s r

–

r u v z ‹ v ‡ r q

V
s r

–

r u v z ‹ { q y t v ‡ r s ‰ w z r

V
{ q z ‰ r s z

v ‡ r • • r s • t †

V1
‰ w v ‡ v ‡ r t • v ’ • v t †

Aw(i )
• � ‡ r q r Š r s

V1
• • r s w r z { z • Œ | t Ž t † v ‡ r ’ s t t † ‹

V
z w Œ ’ Ž • • • r s w r z v ‡ w z z • Œ | t Ž † s t Œ

�
{ q y † r r y w v v t

V1
•

�

w q { Ž Ž • ‹

V
{ u u r ’ v z w † { q y t q Ž •

w †

V1
{ u u r ’ v z •

¸

‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

C2 � C1
{ s r t | Š w t • z † s t Œ v ‡ r y r z u s w ’ v w t q

t †

V
• � r v • s q v t { q { Ž • š r w v z s r

–

r u v w t q s { v w t •

¸

‡ r w y r { t † v ‡ r { q { Ž • z w z w z v ‡ { v w † { z v s w q x

w 2 Fn0 w z † { s † s t Œ

C2 � C1
‹ v ‡ r q

w
w z r w v ‡ r s † { s † s t Œ

C2
‹ t s u Ž t z r v t

C2
•

�

q v ‡ r ” s z v u { z r ‹ v ‡ r

w q Š t u { v w t q t †

V2
� u { v u ‡ r z �

w
{ q y v ‡ • z

V
s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ‡ w x ‡ ’ s t | { | w Ž w v • •

�

q v ‡ r z r u t q y u { z r ‹

‰ r y r u t y r

w
| •

C2
‹ v ‡ r s r | • t | v { w q w q x { z v s w q x

x 2 Fn ‹ { q y • z r v ‡ r † { u v v ‡ { v

C2
w z ’ s t “ w Œ w v •

’ s r z r s Š w q x v t z ‡ t ‰ v ‡ { v

x
w z † { s † s t Œ

C1
• � r v ‡ r q u Ž { w Œ v ‡ { v v ‡ r r Œ • Ž { v w t q t †

V1
� u { v u ‡ r z �

x
{ q y v ‡ r s r † t s r

V
s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ‡ w x ‡ ’ s t | { | w Ž w v • • ¥ r v { w Ž z † t Ž Ž t ‰ •

» r v

w 2 Fn0 • ‘ • ’ ’ t z r v ‡ { v

� C2 (w) > 1
2 � � C2 � C1 (w)

•

�

q v ‡ w z u { z r ‹ ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1
2

‹

v ‡ r Š r s w ” r s

V
w q Š t ˆ r z

V w
2

‹ { q y v ‡ r q

V w
2

s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v

"T
2 � � C2 (w) >

"T
2 � 1

2 � � C2 � C1 (w)
•

¸

‡ • z ‹ w q v ‡ w z u { z r ‹

V
s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v 1
4 � "T

2 � � C2 � C1 (w)
•

�
q v ‡ r t v ‡ r s ‡ { q y ‹ z • ’ ’ t z r v ‡ { v

� C2 (w) � 1
2 � C2 � C1 (w)

• » r v

x 2 Fn | r z • u ‡ v ‡ { v

� C2 (w) =
� (w; C2(x))

•

¸

‡ r q ‹ | • v ‡ r v s w { q x Ž r w q r • • { Ž w v • ‹ w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

� C2 � C1 (w) � � (w; C2(x))+ � C2 � C1 (C2(x)) = � C2 (w)+ � C2 � C1 (C2(x)) �
1
2

� C2 � C1 (w)+ � C2 � C1 (C2(x))

{ q y v ‡ r s r † t s r

� C2 � C1 (C2(x)) �
1
2

� C2 � C1 (w)
» r v

c 2 C1
| r v ‡ r u t y r ‰ t s y t †

C1
u Ž t z r z v v t

x
• ‘ w q u r

C2
w z

�
� ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x ‹ ‰ r ‡ { Š r

v ‡ { v

� C1 (x) = � (x; c) �
1
�

� � (C2(x); C2(c)) �
1
�

� � C2 � C1 (C2(x)) �
1

2�
� � C2 � C1 (w)

� r u { Ž Ž v ‡ { v ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1
2

‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V
r Œ • Ž { v r z

V1
•

�

q v ‡ w z u { z r ‹ ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v

Ž r { z v

�
"A

2

� q1 r { u ‡ t † v ‡ r w q Š t u { v w t q z t †

A
r w v ‡ r s t • v ’ • v z v ‡ r u t s s r u v z • Œ | t Ž t †

x
t s s r

–

r u v z •

� r u { Ž Ž v ‡ { v

V1
s r

–

r u v z

x
‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v

"1 � � C1 (x) � " 1
2� � � C2 � C1 (w)

•

¸

‡ r s r † t s r ‹ w q

v ‡ w z u { z r ‹

V
s r

–

r u v z

w
‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v 1

2 �
�
"A

2

� q1 � " 1
2� � � C2 � C1 (w)

• � r u t q u Ž • y r v ‡ { v

s r x { s y Ž r z z t † ‰ ‡ w u ‡ u { z r ‡ t Ž y z ‹ v ‡ r s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v • t †

V
w z { z s r • • w s r y •

�
� � � � 
 � � � �

�

�

� t v r v ‡ { v v ‡ r † { u v v ‡ { v

C2
w z ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x w z u s • u w { Ž v t v ‡ r { q { Ž • z w z

t † v ‡ r z r u t q y u { z r { | t Š r •

�

†

C2
‰ { z q t v ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x ‹ w v u t • Ž y ‡ { Š r | r r q v ‡ r u { z r

v ‡ { v { z v s w q x

x 2 Fn w z Š r s • u Ž t z r v t

C1
‹ | • v

C2(x)
w z † { s † s t Œ

C2 � C1
•

�

q z • u ‡ { u { z r ‹ q r w v ‡ r s

v ‡ r w q Š t u { v w t q t †

V2
q t s v ‡ r r Œ • Ž { v w t q t †

V1
u t • Ž y � u { v u ‡ �

C2(x)
‹ { q y v ‡ • z v ‡ r Š r s w ” r s

V
‰ t • Ž y ‡ { Š r † { w Ž r y t q

C2(x)
•

� ì



� � � � 
 � � � � � �

� t v r v ‡ { v ’ r s Œ • v { v w t q z u t y r z v s w Š w { Ž Ž • Œ { v u ‡ v ‡ r u t q y w v w t q z t †

¸

‡ r t s r Œ ¤ •

ì ì

‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

C2
‹ v ‡ { v w z ‹ { q • ’ r s Œ • v { v w t q u t y r w z v s w Š w { Ž Ž • ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x ‹ Ž t u { Ž Ž •

v r z v { | Ž r { q y Ž t u { Ž Ž • { u u r z z w | Ž r •

�

q ‘ r u v w t q ¤ • Ÿ • Ÿ ‰ r ‰ w Ž Ž z r r v ‡ { v s r ’ r v w v w t q u t y r z v t t Œ { v u ‡

v ‡ r u t q y w v w t q z t †

¸

‡ r t s r Œ ¤ •

ì ì

•

� �

�

�

�

� � � � � � 
 � 
 � � � 
 � � 
 � � � � 
 � 
 � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � � � � � � � � ' 
 � 
 � �

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v s r ’ r v w v w t q u t y r z r q

–

t • v ‡ r ’ s t ’ r s v w r z y r ” q r y { | t Š r ‹ { q y

u t q u Ž • y r v ‡ { v u t Œ ’ t z w v w t q ‰ w v ‡ s r ’ r v w v w t q u t y r z ’ s r z r s Š r z Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • •

� � � � � � � � � �

ƒ ‚

C1
… ƒ €

�
� � 	 ~ � 
 � 
 ‚ • � 	 ƒ „ ƒ 	 
 
 � � • ~ � ƒ




�

� ƒ �

	

� ~ 	 ƒ 
 ƒ 	 • � € ‚ � 	 € } � � � … ƒ 	

` 	

‚ � ƒ

• ~ � ƒ

C[` ]
1


 „

�
� � 	 ~ � 
 � 
 ‚ • � 	 ƒ „ ƒ 	 
 
 � �




� � � � � � � � � �

ƒ ‚

C1 : Fk ! Fn … ƒ €

(q; "; r )
� „ ‚ 	 ~ � � } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ • ~ � ƒ




�

� ƒ �

	

� ~ 	 ƒ 
 ƒ 	 •

� € ‚ � 	 € } � � � … ƒ 	

` 	

‚ � ƒ • ~ � ƒ

C[` ]
1


 „

(q; "; r + log `)
� „ ‚ 	 ~ � � } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ




	 
 � � �

� r y r ” q r { Š r s w ” r s

V
† t s v ‡ r u t y r

C[` ]
1

• � r u { Ž Ž v ‡ { v { z v s w q x

w 2 F`n w z { u t y r ‰ t s y

t †

C[` ]
1

w † { q y t q Ž • w † u t q z w z v z t †

`
u t q z r u • v w Š r | Ž t u ˆ z t † Ž r q x v ‡

n
z • u ‡ v ‡ { v r Š r s • | Ž t u ˆ w z {

u t y r ‰ t s y t †

C1
• � ‡ r q x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { z v s w q x

w
‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V
u ‡ t t z r z { s { q y t Œ

| Ž t u ˆ t †

w
{ q y w q Š t ˆ r z v ‡ r Š r s w ” r s t †

C1
v t v r z v v ‡ { v v ‡ w z | Ž t u ˆ w z { Ž r x { Ž u t y r ‰ t s y t †

C1
•

¸

‡ r

Š r s w ” r s

V
{ u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w † v ‡ r Š r s w ” r s t †

C1
{ u u r ’ v z • — Ž r { s Ž • ‹

V
‡ { z • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

q
{ q y s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v •

r + log `
•

¸

‡ r { q { Ž • z w z t † v ‡ r s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v • t †

V
† t Ž Ž t ‰ z

y w s r u v Ž • † s t Œ v ‡ r † { u v v ‡ { v v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † { z v s w q x

w 2 F`n † s t Œ

C[` ]
1

w z v ‡ r { Š r s { x r

t † v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r z t † v ‡ r | Ž t u ˆ z t †

w
† s t Œ

C1
•

�
� � � � � � � � � �

ƒ ‚

C1 : Fk ! Fn … ƒ €

(q; "; r )
� } ~ • € } } • € • • ƒ „ 
 … } ƒ • ~ � ƒ




�

� ƒ �

	

�
~ 	 ƒ 
 ƒ 	 • � € ‚ � 	 € }

� � � … ƒ 	

` 	

‚ � ƒ • ~ � ƒ

C[` ]
1


 „

(q; "; r )
� } ~ • € } } • € • • ƒ „ „ 
 … } ƒ




	 
 � � �

� r y r ” q r v ‡ r { u u r z z t s

A
† t s v ‡ r u t y r

C[` ]
1

• � r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r r q u t y w q x † • q u v w t q t †

C[` ]
1

s r u r w Š r z { Œ r z z { x r

m 2 F`k ‹ ’ { s v w v w t q z w v v t

`
| Ž t u ˆ z t † Ž r q x v ‡

k
{ q y r q u t y r z r { u ‡ t †

v ‡ t z r | Ž t u ˆ z ‰ w v ‡

C1
• � ‡ r q x w Š r q { q w q ’ • v

i
{ q y t s { u Ž r { u u r z z v t { z v s w q x

w
‹ v ‡ r { u u r z z t s

A
u t Œ ’ • v r z v ‡ r | Ž t u ˆ t † v ‡ r Œ r z z { x r v t ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r

i
� v ‡ u t t s y w q { v r | r Ž t q x z •

¸

‡ r q ‹

A
w q Š t ˆ r z

v ‡ r { u u r z z t s t †

C1
v t y r u t y r v ‡ r

i
� v ‡ u t t s y w q { v r † s t Œ v ‡ w z | Ž t u ˆ •

�

† v ‡ r { u u r z z t s t †

C1
s r

–

r u v z ‹

v ‡ r q

A
s r

–

r u v z •
�

v ‡ r s ‰ w z r ‹

A
t • v ’ • v z v ‡ r t • v ’ • v t † v ‡ r { u u r z z t s t †

C1
•

�
�

� 
 � � � � 
 � � � � � � �

ƒ ‚

C1 : Fk ! Fn … ƒ €

(q; "; r )
�

� � �

	

} ƒ ‚

`
… ƒ € � € ‚ � 	 € } � � � … ƒ 	 ‚ � € ‚ � 
 
 
 � ƒ „

n
€ � � } ƒ ‚

C2 : Fn=` ! Fn0=` … ƒ € • ~ � ƒ




�

� ƒ �

C[` ]
2 � C1


 „ €
� � �

� 
 ‚ �

�

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

(n0=`) � q	

	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~ 1
4(n0=`) � "

€ � � 	 € � � ~ � � ƒ „ „ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

maxf r; logng + 1 


	 
 � � � ¸

‡ r u t y r

C2
w z v s w Š w { Ž Ž •

n0=`
� ’ s t “ w Œ w v • ’ s r z r s Š w q x •

�

v w z { Ž z t v s w Š w { Ž Ž • Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r

• z w q x v ‡ r Š r s w ” r s v ‡ { v s r { y z v ‡ r r q v w s r v r z v r y z v s w q x { q y { u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w † w v w z { u t y r ‰ t s y

t †

C2
‹ { q y w z v s w Š w { Ž Ž • Ž t u { Ž Ž • { u u r z z { | Ž r • z w q x v ‡ r { u u r z z t s v ‡ { v s r { y z v ‡ r r q v w s r t s { u Ž r ‹ s r

–

r u v z

w † v ‡ r t s { u Ž r w z q t v { u t y r ‰ t s y t †

C2
‹ { q y t v ‡ r s ‰ w z r y r u t y r z v ‡ r s r • • w s r y u t t s y w q { v r { q y

t • v ’ • v z w v •

¸

‡ r u t s t Ž Ž { s • q t ‰ † t Ž Ž t ‰ z y w s r u v Ž • | • { ’ ’ Ž • w q x » r Œ Œ { z ¤ •

ì

£ ‹ ¤ •

ì

¤ { q y ¤ •

ì

� v t

C[` ]
2

‹ { q y | • { ’ ’ Ž • w q x

¸

‡ r t s r Œ ¤ •

ì ì

v t

C[` ]
2 � C1

‰ w v ‡

� = n0=`
{ q y

"T
2 = "A

2 = 1
•

�
� � � � 
 � � � � � �

� r z v s r z z v ‡ { v ‰ ‡ w Ž r v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y s r

–

r u v w t q s { v w t t †

C[` ]
2 � C1

y r ’ r q y t q v ‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ z t †

C1
{ q y

C2
‹ v ‡ r • y t q t v y r ’ r q y t q

`
•

�

Ÿ



� ª � � ¯ � � � � � � 
 ­ � ¯ ­ 
 � ª © �

� r { s r q t ‰ s r { y • v t ’ s t Š r

¸

‡ r t s r Œ £ •

ì

Ÿ �

� � � � 
 � �

›

¸

‡ r t s r Œ £ •

ì

Ÿ ‹ s r z v { v r y ¨

� �

ƒ ‚

C : Fk ! Fn … ƒ € • ~ � ƒ „ � • � ‚ � € ‚

C2 
 „ €

(q; "; r ) �

� � �

	

} ƒ ‚

G
… ƒ €

d
� 	 ƒ � � } € 	 � 	 € � � ~ �

n

 ƒ 	 ‚ 
 • ƒ „

	

} ƒ ‚

t
… ƒ € � • • ~ � „ ‚ € � ‚ 
 � ‚ ƒ � ƒ 	 € � � } ƒ ‚

I : Ft+1 !
Fn I

… ƒ € • ~ � ƒ




�

� ƒ �

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2 
 „ €

(q0; "0; r 0)
� � � � � � ƒ 	 ƒ

q0 = O(q) 	 "0 = 
( " )
€ � �

r 0 = max f r; logn2g + O(1) 	

€ � � � � ƒ 	 ƒ ‚ � ƒ • ~ � „ ‚ € � ‚ „ 
 � ‚ � ƒ � 
 � � � �



� ~ ‚ € ‚ 
 ~ � „ � ƒ � ƒ � �

~ � } • ~ �

d 	 t
€ � �

nI 


	 
 � � �

� r u { Ž Ž v ‡ { v | • ™ s t ’ t z w v w t q ¤ • ¦

�
DistAmpG;t;I (C)

� 2
= P� 4 � I

�

n I (dt n)2 �

� P� 3 � I
�

(t+1) (dt n)2 �

� P� 2 � R[(t+1) dt n2] � P� 1 � R[n2 ] � C2

¸

‡ r t s r Œ £ •

ì

Ÿ q t ‰ † t Ž Ž t ‰ z | • { ’ ’ Ž • w q x — t s t Ž Ž { s • ¤ •

ì

¦ v t r { u ‡ t † v ‡ r u t Œ ’ t z w v w t q z ‰ w v ‡

R[` ] { q y

I [` ] ‹ { q y | • t | z r s Š w q x v ‡ { v u t Œ ’ t z w q x { — � ™ ‰ w v ‡ { ’ r s Œ • v { v w t q u t y r s r z • Ž v z w q {

— � ™ ‰ w v ‡ v ‡ r z { Œ r ’ { s { Œ r v r s z •

�

� � j 
 � � o h � � � � j � i � o h � i k � � i � � j

�

q v ‡ w z z r u v w t q ‰ r • z r v ‡ r v ‡ r t s r Œ z ’ s t Š r y w q ‘ r u v w t q £ v t t | v { w q u t q z v s • u v w t q z t † — � ™ z

{ q y »

¸

— z •

�

q ‘ r u v w t q � •

ì

‰ r x w Š r { † t s Œ { Ž ’ s t t † t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q t † — � ™ z v ‡ { v ‰ { z

t • v Ž w q r y w q ‘ r u v w t q

�

•

�

q ‘ r u v w t q � • Ÿ ‰ r z ‡ t ‰ ‡ t ‰ »

¸

— z u { q y r s w Š r y † s t Œ v ‡ r { † t s r Œ r q v w t q r y

— � ™ z •

¸
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0

•

¸

‡ r q ‹ † t s r Š r s •
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k � 1
‹ v ‡ r { Ž x t s w v ‡ Œ s • q z v ‡ r ’ s t u r y • s r t †

¸

‡ r t s r Œ � •
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t q v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w “
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{ q y v ‡ r Š r s w ” r s

Vi
‹ { q y z r v z

Ci +1
{ q y

Vi +1
v t | r v ‡ r t • v ’ • v t † v ‡ r ’ s t u r y • s r •

�

w q { Ž Ž • ‹

v ‡ r { Ž x t s w v ‡ Œ t • v ’ • v z v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w “ t †
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� 2
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¸
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k
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–
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� log logk 0
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�
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� log logk 0
k � poly (logk) = poly (log k)

•

�

•

�
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� ! � � � � � �
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‡ r Œ t z v z v s { w x ‡ v † t s ‰ { s y ‰ { • v t u t q z v s • u v

C0 † s t Œ

C
w z y r ” q w q x

C0(x) =
C(x)� C(x)

‹ † t s r Š r s • Œ r z z { x r

x 2 Fk ‹ ‰ ‡ r s r

� C(x)
w z { ’ s t t † z v s w q x t †

C(x)
• ¡ t ‰ r Š r s ‹ w † v ‡ r

’ s t t † Ž r q x v ‡ t †

C
w z Œ • u ‡ Ž { s x r s v ‡ { q w v z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ ‹ v ‡ w z u t q z v s • u v w t q ‡ { z v ‰ t ’ s t | Ž r Œ z �
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• � r { s r q t v x • { s { q v r r y v ‡ { v v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z ‡ { Š r x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

¸
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w z ’ t z z w | Ž r v ‡ { v v ‡ r s r { s r y w z v w q u v u t y r ‰ t s y z
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�
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{ u { z r ‹ v ‡ r u t y r ‰ t s y z

c1� c1

{ q y
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¸

‡ { v
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C0 w z x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { z v s w q x

c� 0‹ ‰ ‡ r s r

c 2 C
{ q y
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•
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C
w z q t v x • { s { q v r r y v t s r

–

r u v
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¸
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¸
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�
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� c1 = � c2
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c1; c2 2 C
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C(x)
w q

C0(x)
y w ˜ r s z † s t Œ v ‡ r u t s s r z ’ t q y w q x u t ’ • t †

C(y)
w q

C0(y)
t q

�
� † s { u v w t q t † v ‡ r w s u t t s y w q { v r z ‹ { q y

v ‡ t z r u t ’ w r z u t q v s w | • v r { v Ž r { z v

(1 � �=2)
� † s { u v w t q t † v ‡ r u t t s y w q { v r z t †

C0(x)
{ q y

C0(y)
•

�

v

z ‡ t • Ž y { Ž z t | r u Ž r { s v ‡ { v w †

C
‡ { z Ž w q r { s ’ s t t † z v ‡ r q

C0 w z Ž w q r { s ‹ ’ s t Š w y r y v ‡ { v ‰ r ” “ r y

� C(x) = x � P
‰ ‡ r s r

P
w z v ‡ r ’ s t t † Œ { v s w “ t †

C
•

� r v • s q v t y r ” q r v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 t †

C0• » r v

V
y r q t v r v ‡ r Š r s w ” r s t †

C
• � ‡ r q x w Š r q

t s { u Ž r { u u r z z v t { v r z v r y z v s w q x

w 2 F`n + m v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 Š w r ‰ z

w
{ z u t Œ ’ t z r y t †

`
z v s w q x z

w1; : : : ; w` t † Ž r q x v ‡

n
{ q y { q t v ‡ r s z v s w q x

�
t † Ž r q x v ‡

m
• � w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1

2

‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V 0

r Œ • Ž { v r z

V w1 ;� { q y { u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w †

V w1 ;� { u u r ’ v z •
�

v ‡ r s ‰ w z r ‹

V 0 u ‡ t t z r z

i 2 [n]
{ q y

j 2 [`]
• q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ { q y { u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w †

w1
i = wj

i

•

¸

‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

C0 w z u Ž r { s Ž •

maxf q;2g
• � r z ‡ t ‰ v ‡ { v

V 0 s r

–

r u v z z v s w q x z v ‡ { v { s r

�
� † { s † s t Œ

C0 ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v 1
8 � � � "

• » r v

w 2 F`n + m | r { z v s w q x v ‡ { v w z

�
� † { s † s t Œ

C0‹ { q y Ž r v

w1; : : : ; w` { q y

�
| r { z w q v ‡ r ’ s r Š w t • z ’ { s { x s { ’ ‡ • » r v

c 2 C
| r { u t y r ‰ t s y t †

C
z • u ‡ v ‡ { v

� C (w1) = � (w1; c)
• » r v

c0 | r v ‡ r u t y r ‰ t s y t †

C0 v ‡ { v u t q z w z v z t †

`
u t ’ w r z t †

c
{ q y

t † t q r u t ’ • t †

� c
• � r ˆ q t ‰ v ‡ { v

w
w z

�
� † { s † s t Œ

C0 z t w q ’ { s v w u • Ž { s

� (w; c0) � �
• ‘ w q u r v ‡ r

u t t s y w q { v r z t †

�
† t s Œ { v Œ t z v

�=2
� † s { u v w t q t † { Ž Ž v ‡ r u t t s y w q { v r z t †

w
‹ v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

| r v ‰ r r q v ‡ r u t q u { v r q { v w t q t †

w1; : : : ; w` { q y v ‡ r u t q u { v r q { v w t q t †

`
u t ’ w r z t †

c
Œ • z v | r { v

Ž r { z v �
2

•

¸

‡ w z w Œ ’ Ž w r z v ‡ { v

Ej 2 [` ] [� (wj ; c)] � �=2
•

‘ • ’ ’ t z r v ‡ { v

V 0 w z x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t

w
•

�

†

� C (w1) � 1
4 � �

‹ v ‡ r q v ‡ r r Œ • Ž { v w t q t †

V w1 ;� s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | Ž w v • { v Ž r { z v 1
4 � � � "

‹ { q y v ‡ r s r † t s r

V 0 s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v

Ž r { z v 1
8 � � � " = 
( " )

‹ { z s r • • w s r y •
�

q t v ‡ r s ‡ { q y ‹ z • ’ ’ t z r v ‡ { v

� C (w1) = � (c; w1) < 1
4 � �

•

¸

‡ r q ‹ | • v ‡ r v s w { q x Ž r w q r • • { Ž w v • ‹ w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

Ej 2 [` ]

�
� (wj ; w1)

�
� Ej 2 [` ]

�
� (wj ; c)

�
� Ej 2 [` ]

�
� (w1; c)

�
>

1
4

� �

{ q y v ‡ r s r † t s r

Pr
i 2 [n];j 2 [` ]

�
w1

i 6= wj
i

�
>

1
4

� �

� t ‰ ‹ ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • 1
2

‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 u ‡ t t z r z

i 2 [n]
{ q y

j 2 [`]
• q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ { q y

u ‡ r u ˆ z v ‡ { v

w1
i = wj

i
•

�

v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v

V 0 s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v 1
2 � 1

4 � � � 1
8 � � � "

‹

{ z s r • • w s r y •

�
  • { ’ ’ Ž • w q x

¸

‡ r t s r Œ � • ¦ v t v ‡ r — � ™ z t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q ›

¸

‡ r t s r Œ � •

�

¨ ‹ ‰ r

t | v { w q v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x u t q z v s • u v w t q t † »

¸

— z �

�

º
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 � � � � � � �

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € • ~ � „ ‚ € � ‚

� > 0
„ � • � ‚ � € ‚ � ~ 	 ƒ 
 ƒ 	 • ‚ � ~ • ~ � „ ‚ € � ‚ „

c > 0
€ � �

� > 0
‚ � ƒ � ~ } } ~ � 
 � � � ~ } � „ �

�

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 
 � � � 
 ‚ ƒ � € � 
 } • ~ �

� �

� „

f Ckgk

„ � • � ‚ � € ‚

Ck
� € „ … } ~ • � } ƒ � � ‚ �

k � poly (logk) 	

	 ƒ } € ‚ 
 
 ƒ � 
 „ ‚ € � • ƒ

� 	 �

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

poly (logk) 	

� 
 „ ‚ € � • ƒ

‚ � 	 ƒ „ � ~ } �

� 	

€ � � 	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •

1=poly (logk) 
 �

� 	 ‚ � ƒ 	 � ~ 	 ƒ

	

‚ � ƒ • ~ � ƒ „ 
 � ‚ � ƒ � € � 
 } • € 	 ƒ

} 
 � ƒ € 	 € � � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 	 ~ … € … 
 } 
 „ ‚ 
 • € } � ~ 	 
 ‚ � � ‚ � € ‚ ~ � 
 � � � ‚

k 	

	 � � „ 
 � ‚ 
 � ƒ

poly (k)
€ � �

~ � ‚ � � ‚ „ � 
 ‚ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •

1� exp (� 
 (log c k))
‚ � ƒ � ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 � € � � 
 ƒ 	 
 � ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~ �

Ck 


� � � � 
 � � � � �

� t v r v ‡ { v v ‡ r ’ s t t † t †

¸

‡ r t s r Œ � • ¦ { Ž z t ‰ t s ˆ z † t s z • | � u t q z v { q v Š { Ž • r z t †

�
‹ w q

‰ ‡ w u ‡ u { z r ‰ r ‡ { Š r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

O ((n + q � 2r ) =� )
‹ s r Ž { v w Š r y w z v { q u r


 ( � � � )
{ q y s r

–

r u v w t q

’ s t | { | w Ž w v •


 ( � � " )
•

� ª � � � µ ° ¶ ® ¶ ® ¬ 
 � � ³ � ¶ µ 
 ´ � ® ³ µ ° ® µ � � ­ ¯ � ´ � 
 ² ± ­ � ¶ µ �

¸

‡ r — � ™ z { q y »

¸

— z ‰ r t | v { w q r y w q

¸

‡ r t s r Œ z � •

�

{ q y � •º ‡ { Š r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
•

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t † t • s — � ™ z { q y »

¸

— z u { q | r s r y • u r y

v t { u t q z v { q v • � r | r x w q ‰ w v ‡ ’ s t Š w q x { x r q r s { Ž • • r s • s r y • u v w t q v ‡ r t s r Œ † t s — � ™ z •

�

q t s y r s

v t ’ s t Š r v ‡ r v ‡ r t s r Œ ‹ ‰ r ‰ w Ž Ž q r r y v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x y r ” q w v w t q •

� � � � 
 � 
 � � � � � � �

» r v

C
| r {

(q; "; r )
� — � ™ ‰ w v ‡ { Š r s w ” r s

V
• � r z { • v ‡ { v

V
w z { � ! � � � �

" � � ! � � � w † ‰ ‡ r q x w Š r q u t w q v t z z r z

! 2 f 0; 1gr { q y t s { u Ž r { u u r z z v t { q • t s { u Ž r ‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V
{ u v z { z † t Ž Ž t ‰ z �

¸

‡ r Š r s w ” r s

V
” s z v u ‡ t t z r z { z r • • r q u r t † Š r u v t s z

v1; : : : ; v` 2 Fq v ‡ { v y r ’ r q y

t q Ž • t q

!
•

¸

‡ r q ‹

V
• • r s w r z v ‡ r v r z v r y z v s w q x { q y v ‡ r ’ s t t † z v s w q x t q

q
Ž t u { v w t q z v ‡ { v y r ’ r q y

t q Ž • t q

!
• » r v

a 2 Fq | r v ‡ r Š r u v t s v ‡ { v u t q v { w q z v ‡ r { q z ‰ r s z v t v ‡ t z r • • r s w r z •

¸

‡ r Š r s w ” r s

V
{ u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w †

ha; vi i = 0
† t s { Ž Ž

1 � i � `
•

� r u { q q t ‰ z v { v r { q y ’ s t Š r v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q v ‡ r t s r Œ �

� � � � 
 � � � � � �

›
	

• r s • � r y • u v w t q ¨

� �

ƒ ‚

C
… ƒ €

(q; "; r )
�

� � �
‚ � € ‚ � € „ € Ž w q r { s 
 ƒ 	 


�
ƒ 	

V 


�

� ƒ � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € Ž w q r { s 
 ƒ 	 

�

ƒ 	

V 0 � 
 ‚ � 	 ƒ „ � ƒ • ‚ ‚ ~ � � 
 • �

C

 „ €

� � �
� 
 ‚ �

�

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •
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	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~

"= poly (q) 	

€ � � 	 € � � ~ � � ƒ „ „ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

r + O (log q) 
 �

� 	 ‚ � ƒ 	 � ~ 	 ƒ

	 V 0 • € �

… ƒ • ~ � � � ‚ ƒ � 
 � � ~ } • � ~ � 
 € } ‚ 
 � ƒ
�

	 ~ �

V 
 �


 � € } } •

	



�

C
� € „ } 
 � ƒ € 	 � 	 ~ ~

�
„ � 
 ‚ � 	 ƒ „ � ƒ • ‚ ‚ ~

V
‚ � ƒ � 
 ‚ € } „ ~ � € „ } 
 � ƒ € 	 � 	 ~ ~

�
„ � 
 ‚ � 	 ƒ „ � ƒ • ‚ ‚ ~

V 0
	

€ � � ‚ � ƒ � 	 ~ ~
�

� € ‚ 	 
 � ~
�

C
� 
 ‚ � 	 ƒ „ � ƒ • ‚ ‚ ~

V 0 • € � … ƒ • ~ � � � ‚ ƒ � 
 � � ~ } • � ~ � 
 € } ‚ 
 � ƒ
�

	 ~ � ‚ � ƒ 
 ƒ 	 

�

ƒ 	

V 	

‚ � ƒ � ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 � € � � � 	 ~ ~
�

� € ‚ 	 
 � ~
�

C
� 
 ‚ � 	 ƒ „ � ƒ • ‚ ‚ ~

V 


¸

‡ r ’ s t t † t †

¸

‡ r t s r Œ � •

ì ì

w z | { z r y t q { v s { q z † t s Œ { v w t q t † z • z v r Œ z t † Ž w q r { s r • • { v w t q z v t

z • z v r Œ z w q ‰ ‡ w u ‡ r Š r s • r • • { v w t q z u t q v { w q z t q Ž • v ‡ s r r Š { s w { | Ž r z •

�

t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ u t q z w y r s v ‡ r

† t Ž Ž t ‰ w q x r • • { v w t q �

X 1 + X 2 + X 3 + X 4 + X 5 + X 6 = 0
  • { y y w q x { • “ w Ž w { s • Š { s w { | Ž r z

Y1; Y2; Y3
‹ t q r u { q u s r { v r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x � r • • w Š { Ž r q v � z • z v r Œ t †

Ž w q r { s r • • { v w t q z �

X 1 + X 2 � Y1 = 0

X 3 + X 4 � Y2 = 0

X 5 + X 6 � Y3 = 0

Y1 + Y2 + Y3 = 0
  • x r q r s { Ž w š w q x v ‡ w z w y r { ‹ t q r u { q ’ s t Š r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x ’ s t ’ t z w v w t q �

�

¹



	 
 � � � � 
 � 
 � � � � �

�

�

� 
 
 ƒ � € „ • „ ‚ ƒ �
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~ � € ‚ � ~ „ ‚

`
} 
 � ƒ € 	 ƒ

�

� € ‚ 
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 ƒ 	 
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� ƒ • € � • ~ � „ ‚ 	 � • ‚ € � ƒ � „ • „ ‚ ƒ �

A0 ~ � } 
 � ƒ € 	 ƒ

�

� € ‚ 
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 � � � 	 ~ � ƒ 	 ‚ 
 ƒ „ �
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�

� € ‚ 
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 } 
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� ~ 	
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poly (`)
ƒ
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� € ‚ 
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�
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�

� € ‚ 
 ~ � ~ �

A0 • ~ � ‚ € 
 � „ € ‚ � ~ „ ‚ ‚ � 	 ƒ ƒ 
 € 	 
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� (x1; : : : ; x` ) 2 F` 
 „ € „ ~ } � ‚ 
 ~ � ‚ ~ ‚ � ƒ „ • „ ‚ ƒ �

A

 � € � � ~ � } • 
 � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ €

(y1; : : : ; y`0) 2
F`0 „ � • � ‚ � € ‚

(x1; : : : ; x` ; y1; : : : ; y`0)
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 ~ � ‚ � ƒ „ • „ ‚ ƒ �
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 �
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 � € ‚ 
 ~ � ~ � ‚ � ƒ 
 € } � ƒ „

x1; : : : ; x` 


	 
 � � � � � � � � � 
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» r v

C
{ q y

V
| r { z w q

¸

‡ r t s r Œ � •

ì ì

•

¸

‡ w z Œ r { q z v ‡ { v ‹ t q r Š r s •

x w Š r q z r • • r q u r t † u t w q v t z z r z ‹

V
u ‡ t t z r z z t Œ r z • z v r Œ t † Ž w q r { s r • • { v w t q z { q y u ‡ r u ˆ z v ‡ { v

v ‡ r { q z ‰ r s z v t w v z • • r s w r z † t s Œ { z t Ž • v w t q v t v ‡ w z z • z v r Œ •

�

t s r Š r s • z r • • r q u r t † u t w q v t z z r z

! 2 f 0; 1gr ‹ Ž r v

A !
y r q t v r v ‡ r z • z v r Œ v ‡ { v

V
u ‡ t t z r z x w Š r q

!
• � t v r v ‡ { v ‰ w v ‡ t • v Ž t z z t †

x r q r s { Ž w v • ‹ ‰ r u { q { z z • Œ r v ‡ { v

A !
u t q v { w q z { v Œ t z v

q
r • • { v w t q z ‹ z w q u r

A !
w z { z • z v r Œ t †

Ž w q r { s r • • { v w t q z t Š r s

q
Š { s w { | Ž r z • » r v

A0
!

y r q t v r s r z • Ž v t † { ’ ’ Ž • w q x ™ s t ’ t z w v w t q � •

ì

Ÿ v t

A !
‹

{ q y Ž r v

Y!; 1; : : : ; Y!;q 0
› † t s

q0 = poly( q)
¨ y r q t v r v ‡ r u t s s r z ’ t q y w q x { • “ w Ž w { s • Š { s w { | Ž r z • � r

v • s q v t y r ” q r v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 { q y w v z u t s s r z ’ t q y w q x ’ s t t † z v s w q x z �

�
� � � � 
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V 0�

» r v

c 2 C
| r { u t y r ‰ t s y { q y Ž r v

� c
| r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x t †

c
‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V
•

�

t s r Š r s •

! 2 f 0; 1gr Ž r v

(x!; 1; : : : ; x!;q ) 2 Fq y r q t v r v ‡ r { q z ‰ r s z

v ‡ { v

V
x r v z v t w v z • • r s w r z ‰ ‡ r q x w Š r q u t w q v t z z r z

!
{ q y t s { u Ž r { u u r z z v t

c
{ q y

� c
• � r

ˆ q t ‰ v ‡ { v

(x!; 1; : : : ; x!;q )
w z { z t Ž • v w t q v t v ‡ r z • z v r Œ

A !
‹ { q y v ‡ r s r † t s r | • ™ s t ’ t z w v w t q

� •

ì

Ÿ v ‡ r s r r “ w z v z { Š r u v t s

(y!; 1; : : : ; y!;q 0) 2 Fq0 z • u ‡ v ‡ { v

(x!; 1; : : : ; x!;q ; y!; 1; : : : ; y!;q 0)
w z { z t Ž • v w t q v ‡ r z • z v r Œ

A0
!

• � r q t ‰ y r ” q r v ‡ r ’ s t t † z v s w q x t †

c
‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V 0
v t u t q z w z v t †

� c
{ q y t † v ‡ r v • ’ Ž r

(y!; 1; : : : ; y!;q 0) 2 Fq0 † t s r Š r s •

! 2 f 0; 1gr • ‘ w q u r † t s

r Š r s •

! 2 f 0; 1gr { q y r Š r s •

1 � i � q0 v ‡ r Š { Ž • r

y!;i
w z { Ž w q r { s u t Œ | w q { v w t q t † v ‡ r

Š { Ž • r z

x!; 1; : : : ; x!;q
‹ w v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v

C
‡ { z Ž w q r { s ’ s t t † z ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V 0•

�
� � � � � 
 
 � � 


V 0�

• w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { v r z v r y z v s w q x

w
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V 0 ‡ { z s r

–

r u v w t q s { v w t

"= poly (q)
{ q y s { q y t Œ q r z z
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� t
‹ v ‡ r ’ s t t † z v s w q x

� 0 t †

c
‰ w v ‡ s r z ’ r u v

v t

V 0 w z { z v s w q x t Š r s

F
v ‡ { v u t q z w z v z t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y r q u t y w q x t † r Š r s • z • Œ | t Ž t †

� t
›s r u { Ž Ž v ‡ { v r Š r s • z • u ‡ z • Œ | t Ž w z { q r Ž r Œ r q v t †

Fq0dt ¨ •
�

| z r s Š r v ‡ { v

C
‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V 0
‡ { z Ž w q r { s ’ s t t † z ‹ z w q u r w v ‡ { z

F
� Ž w q r { s ’ s t t † z ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V 0
t

•

• w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t { v r z v r y z v s w q x

w
{ q y v t { ’ s t t † z v s w q x

� 0‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 { u v z { z

† t Ž Ž t ‰ z �

ì

•

¸

‡ r Š r s w ” r s

V 0 ” s z v r Œ • Ž { v r z

V 0
t

t q { z r • • r q u r t † u t w q z

!
• » r v

i !
1

{ q y

i !
2

| r v ‡ r

u t t s y w q { v r z t † v ‡ { v

V 0
t

• • r s w r z t q u t w q z

!
‹ { q y { z z • Œ r v ‡ { v | t v ‡

i !
1

{ q y

i !
2

| r Ž t q x v t

v ‡ r ’ s t t † z v s w q x › v ‡ r t v ‡ r s u { z r z u { q | r ‡ { q y Ž r y z w Œ w Ž w { s Ž • ¨ •

¸

‡ r Š r s w ” r s

V 0 ” q y z

i !
1

{ q y

i !
2

{ q y { Ž z t v ‡ r Š r u v t s z

v!
1

{ q y

v!
2

y r ” q r y { | t Š r •

Ÿ • » r v

a1
{ q y

a2
y r q t v r v ‡ r | Ž t u ˆ z t †

� 0 v ‡ { v { s r z • ’ ’ t z r y v t | r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y

r q u t y w q x t † v ‡ r u t t s y w q { v r z

i !
1

{ q y

i !
2

•

¸

‡ r Š r s w ” r s

V 0 • z r z v ‡ r Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y › » r Œ Œ { � • Ÿ ž ¨ v t u ‡ r u ˆ v ‡ { v

a1
{ q y

a2
{ s r u Ž t z r v t Ž r x { Ž u t y r ‰ t s y z

t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y ‹ { q y s r

–

r u v z t v ‡ r s ‰ w z r •

�

• » r v

x1; x2 2 Fq0 �dt | r z • u ‡ v ‡ { v

a1
{ q y

a2
{ s r u Ž t z r v t

H (x1)
{ q y

H (x2)
s r z ’ r u v w Š r Ž • •

¸

‡ r

Š r s w ” r s

V 0 • z r z v ‡ r z r Ž † � u t s s r u v w t q t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y ›» r Œ Œ { � • Ÿ

ì

¨ v t s r v s w r Š r

£ ¦



v ‡ r w q q r s ’ s t y • u v z

hv!
1 ; x1i

{ q y

hv!
2 ; x2i

{ q y { u u r ’ v z w † { q y t q Ž • w †

hv!
1 ; x1i + hv!

2 ; x2i = 0

� t v r v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s

V 0 q r r y z v t Œ { ˆ r t q Ž • { u t q z v { q v q • Œ | r s t † • • r s w r z w q t s y r s v t • z r Ž t u { Ž

v r z v w q x { q y z r Ž † � u t s s r u v w t q t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y ‹ { q y w q ’ { s v w u • Ž { s w v z • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

w z { u t q z v { q v v ‡ { v y t r z q t v y r ’ r q y t q

t
{ q y t q v ‡ r t s w x w q { Ž • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

V
• � r u { q

v ‡ r s r † t s r ” “

q0
v t | r v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

V 0•

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ w v w z q t v ‡ { s y v t ’ s t Š r v ‡ { v

v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t t †

V 0 w z { v Ž r { z v { u t q z v { q v † { u v t s v w Œ r z v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t t †

V 0
t

‹ z t

V 0
‡ { z s r

–

r u v w t q s { v w t t † { v Ž r { z v



�
min

� p
t � "; 1=t

	�
• � t ‰ ‹ ” “

t
v t | r { Ž { s x r r q t • x ‡ u t q z v { q v

z t v ‡ { v

V 0 ‡ { z s r

–

r u v w t q s { v w t

min f 2"; 1=tg
‹ { q y z r v

"0
v t | r

1=t
•

�

w q { Ž Ž • ‹ q t v r v ‡ { v

V 0 ‡ { z

s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v •

r + O(1)
› ‰ ‡ r s r v ‡ r u t q z v { q v w q v ‡ r   w x � � q t v { v w t q y r ’ r q y z t q

q0
{ q y

t
¨ •

�

v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v

C
‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t

V 0 w z { — � ™ ‰ w v ‡ v ‡ r s r • • w s r y ’ { s { Œ r v r s z •

�
� � � � 
 � � �

�

� �

� t v r v ‡ { v v ‡ r s r { z t q ‰ r q r r y r y v t s r y • u r v ‡ r q • Œ | r s t † r • • { v w t q z v ‡ { v

Vt
u ‡ r u ˆ z ›» r Œ Œ { � • Ÿ Ÿ ¨ w z { z † t Ž Ž t ‰ z �

�

† ‰ r ‡ { y q t v { ’ ’ Ž w r y » r Œ Œ { � • Ÿ Ÿ v t

Vt
‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V 0
‰ t • Ž y ‡ { Š r q r r y r y v t u ‡ r u ˆ v ‡ { v

2 � q0 � dt Ž w q r { s r • • { v w t q z { s r z { v w z ” r y ‹ { q y v ‡ • z w v z • • r s •

u t Œ ’ Ž r “ w v • ‰ t • Ž y ‡ { Š r | r u t Œ r { v Ž r { z v

2 � q0 � dt • ¡ t ‰ r Š r s ‹ ‰ r q r r y v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t †

V 0 v t | r w q y r ’ r q y r q v t †

t
{ q y t † v ‡ r w q w v w { Ž • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • •

� r u { q q t ‰ { ’ ’ Ž •

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � v t v ‡ r — � ™ z t †

¸

‡ r t s r Œ � •

ì �

† t s

O (log logk)
v w Œ r z

{ q y t | v { w q v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x v ‡ r t s r Œ �

� � � � 
 � � � �

�

� � �

€ � ƒ € „

�

� ƒ ~ 	 ƒ � �




� �

	

… � ‚ � 
 ‚ � • ~ � „ ‚ € � ‚ 	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~




�

z w q x

¸

‡ r t s r Œ � • ¦ ‹ ‰ r t | v { w q v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x »

¸

— z �

� � � � 
 � � � �

�

� � �

€ � ƒ € „

�

� ƒ ~ 	 ƒ � �




� �

	

… � ‚ � 
 ‚ � • ~ � „ ‚ € � ‚ 	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •




� � � � 
 � � � � � �

� t v r v ‡ { v s r ’ Ž { u w q x v ‡ r ™ — ™ u t Œ ’ t z w v w t q v r u ‡ q w • • r ‰ w v ‡ v ‡ r u t y r u t q u { v r �

q { v w t q v r u ‡ q w • • r { Ž Ž t ‰ z • z v t { Š t w y • z w q x ™ — ™ Œ { u ‡ w q r s • w q v ‡ w z ’ { s v t † t • s u t q z v s • u v w t q •

¸

‡ • z ‹ u ‡ { q x w q x v ‡ r ’ s t t † t † œ ¥ ž ¦ § z r s Š r z t • s x t { Ž t † u t q z v s • u v w q x »

¸

— z ‰ w v ‡ t • v • z w q x ™ — ™

Œ { u ‡ w q r s • ‹ w q { y y w v w t q v t ’ s r z r s Š w q x v ‡ r Ž w q r { s w v • t † v ‡ r ’ s t t † z v s w q x z •

� ª � � 
 ­ ³ ¶ � ­ � � � � ¯ · ­ ¯ ¶ � ­ ¯ ³

‘ t † { s ‰ r ‡ { Š r w x q t s r y v ‡ r z w š r t † v ‡ r Š r s w ” r s u w s u • w v z t † t • s — � ™ z { q y »

¸

— z ‹ | • v t † u t • s z r ‹

z w q u r v ‡ r • { s r ’ s t y • u r y w q v w Œ r

poly (k)
v ‡ r w s z w š r w z { v Œ t z v

poly (k)
•

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‰ r

z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s z t † t • s — � ™ z { q y »

¸

— z { s r Œ • u ‡ Œ t s r r � u w r q v ‹ q { Œ r Ž • ‹ v ‡ r w s z w š r w z

poly (logk)
•

� r ” s z v q t v r v ‡ { v v ‡ r — � ™ z t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q ›

¸

‡ r t s r Œ � •

�

¨ ‡ { Š r Š r s w ” r s z t †

z w š r

poly (logk)
‹ | • t | z r s Š w q x v ‡ { v v ‡ r w q w v w { Ž — � ™ t † v ‡ r u t q z v s • u v w t q ‡ { z { Š r s w ” r s t † z w š r

poly (logk)
‹ { q y v ‡ { v r Š r s • w v r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r z w š r t † v ‡ r Š r s w ” r s | • { q { y y w v w Š r v r s Œ t †

{ v Œ t z v

poly (logk)
•

¸

‡ r t q Ž • w z z • r v ‡ { v t q r z ‡ t • Ž y | r u { s r † • Ž { | t • v w z v ‡ { v v ‡ r r “ ’ { q y r s

x s { ’ ‡ • z r y w q v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q z ‡ t • Ž y | r „ ‚ 	 ~ � � } • ƒ � � } 
 • 
 ‚ � • � r “ v ‹ ‰ r

�

à Ó Á Ã Æ ¾ G Ë Ð n æ Â Á Ç ¿ Ä Â À ¿ À À Ã ¿ Ì Ç Ë Í Â � � � � � � 	 
 � � 
 	 � � � � ¿ Þ Ç ¾ Â Á Â Â � ¿ À Ç À Ã Ä ¿ Á Ä Ê ¿ Ç Ë Þ À ¿ ä Â poly (log n) Ç ¾ Ã Ç â

Å ¾ Â Ð Ó ¿ æ Â Ð Ã À ¿ Ð Æ Ê Ç Ã æ Â Á Ç Â � v Ë Þ G â Ë Ê Ç Æ Ê Ç À Ã È ¿ À Ç Ë Þ Ã È È Ç ¾ Â Ð Â ¿ Ó ¾ Í Ë Á À Ë Þ v ¿ Ð G Õ Ô Â Â Ì È Â À À Ç Ë À Ã É â Ç ¾ Â æ Â Á Ç ¿ Ä Â À

Ë Þ À Ê Ä ¾ Ó Á Ã Æ ¾ Ý Ê À Ç Í Â Ë Þ Ì Â Ó Á Â Â Ã Ç Ý Ë À Ç poly (log n) Õ

£ º



t | z r s Š r v ‡ { v v ‡ r — � ™ z v ‡ { v ‡ { Š r u t q z v { q v • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • ›

¸

‡ r t s r Œ � •

ì �

¨ ‡ { Š r Š r s w ” r s z

t † z w š r

poly (logk)
‹ | • q t v w q x v ‡ { v v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q v ‡ r t s r Œ ›

¸

‡ r t s r Œ � •

ì ì

¨ w q u s r { z r z

v ‡ r z w š r t † v ‡ r Š r s w ” r s | • { q { y y w v w Š r v r s Œ v ‡ { v w z ’ t Ž • q t Œ w { Ž w q v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ r

w q ’ • v Š r s w ” r s •

‘ ‡ t ‰ w q x v ‡ { v v ‡ r — � ™ z v ‡ { v ‡ { Š r u t q z v { q v s r

–

r u v w t q s { v w t ›

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ º ¨ ‡ { Š r Š r s w ” r s z

t † z w š r

poly (logk)
w z Ž w v v Ž r Œ t s r w q Š t Ž Š r y •

¸

‡ r ’ s t | Ž r Œ w z z ‡ t ‰ w q x v ‡ { v { ’ ’ Ž • w q x � • s { ’ ‡

™ t ‰ r s w q x � ›» r Œ Œ { � • Ÿ ¤ ¨ v t { Š r s w ” r s y t r z q t v w q u s r { z r w v z z w š r | • v t t Œ • u ‡ •

�

q t s y r s v t

z ‡ t ‰ w v ‹ ‰ r q r r y v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x y r ” q w v w t q �

� � � � 
 � 
 � � � � � � �

» r v

C
| r { — � ™ ‰ w v ‡ { Š r s w ” r s

V
• p u w s u • w v

W
w z u { Ž Ž r y { � � " � � � � � � � � �� �

† t s

V
w † ‰ ‡ r q x w Š r q { z w q ’ • v { u t t s y w q { v r

i
‹ ‰ ‡ w u ‡ Œ { • | r Ž t q x r w v ‡ r s v t v ‡ r v r z v r y z v s w q x t s

v t v ‡ r ’ s t t † z v s w q x ‹ v ‡ r u w s u • w v

W
t • v ’ • v z { Ž w z v t † { Ž Ž v ‡ r z r • • r q u r z t † u t w q v t z z r z t q ‰ ‡ w u ‡

V
• • r s w r z v ‡ r u t t s y w q { v r

i
•

� r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r ’ s t t † t † œ ¥ ž ¦ § Š w r ‰ z Š r s w ” r s z v ‡ { v ‡ { Š r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

2
{ z x s { ’ ‡ z ‹ w q

‰ ‡ w u ‡ r Š r s • Š r s v r “ u t s s r z ’ t q y v t { u t t s y w q { v r t † v ‡ r t s { u Ž r { q y r Š r s • r y x r u t s s r z ’ t q y z v t

{ ’ t z z w | Ž r u ‡ r u ˆ v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s Œ { ˆ r z •

¸

{ ˆ w q x v ‡ w z Š w r ‰ ‹ { Š r s w ” r s v ‡ { v ‡ { z { q r � u w r q v

s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s u t s s r z ’ t q y z v t { z v s t q x Ž • � r “ ’ Ž w u w v x s { ’ ‡ •

  • u { s r † • Ž Ž • † t Ž Ž t ‰ w q x v ‡ r ’ s t t † t † v ‡ r • s { ’ ‡ ™ t ‰ r s w q x › » r Œ Œ { � • Ÿ ¤ ¨ w q œ¥ ž ¦ § ‹ t q r u { q

z ‡ t ‰ v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x �

�

† » r Œ Œ { � • Ÿ ¤ w z { ’ ’ Ž w r y v t { Š r s w ” r s

V
t † z w š r

s
v ‡ { v ‡ { z { s r Š r s z r

z { Œ ’ Ž r s

W
t † z w š r

w
‹ v ‡ r q v ‡ r s r z • Ž v w q x Š r s w ” r s

Vt
w z t † z w š r

O(s + w) + poly (log k)
{ q y

‡ { z { s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s

Wt
t † z w š r

O(w) + poly (log k)
• • w Š r q v ‡ w z † { u v ‹ w v w z u { q | r z ‡ t ‰ q

v ‡ { v { z w Œ w Ž w { s u Ž { w Œ ‡ t Ž y z † t s

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � �

�

†

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � w z { ’ ’ Ž w r y v t { Š r s w ” r s

V
t † z w š r

s
v ‡ { v ‡ { z { s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s

W
t † z w š r

w
‹ v ‡ r q v ‡ r s r z • Ž v w q x Š r s w ” r s

V 0 w z t † z w š r

O(s + w) + poly (log k)
{ q y ‡ { z { s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s

W 0 t † z w š r

O(w) + poly (log k)
•

¸

t z r r w v ‹

t | z r s Š r v ‡ { v { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r Š r s w ” r s t †

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � y t r z w q { y y w v w t q v t r Œ • Ž { v w q x v ‡ r Š r s w ” r s t †

» r Œ Œ { � • Ÿ ¤ w z Ž t u { Ž v r z v w q x { q y y r u t y w q x t †

F
� { s • ¡ { y { Œ { s y u t y r t † u t q z v { q v | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ •

� r v • s q v t z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r — � ™ z t †

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ º ‡ { Š r Š r s w ” r s z t † z w š r

poly (logk)
•

¸

‡ r

— � ™ z t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q ›

¸

‡ r t s r Œ � •

�

¨ ‡ { Š r s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s z t † z w š r

poly (logk)
•

¸

‡ r s r { z t q w z v ‡ { v v ‡ r w q w v w { Ž — � ™ ‡ { z { v s w Š w { Ž s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s ‹ { q y v ‡ { v { z w q x Ž r w v r s { v w t q

t † v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q w q u s r { z r z v ‡ r z w š r t † v ‡ r s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s | • { q { y y w v w Š r v r s Œ t † { v

Œ t z v

poly (logk)
›’ s t Š w y r y ‹ { z | r † t s r ‹ v ‡ { v { z v s t q x Ž • r “ ’ Ž w u w v x s { ’ ‡ w z • z r y † t s v ‡ r y w z v { q u r

{ Œ ’ Ž w ” u { v w t q ¨ •

�

v u { q { Ž z t | r z ‡ t ‰ q v ‡ { v v ‡ r — � ™ z v ‡ { v ‡ { Š r u t q z v { q v • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

›

¸

‡ r t s r Œ � •

ì �

¨ ‡ { Š r s r Š r s z r z { Œ ’ Ž r s z t † z w š r

poly (logk)
• � t ‰ ‹ s r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r — � ™ z t †

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ º { s r t | v { w q r y | • { ’ ’ Ž • w q x

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � † t s

O (log logk)
v w Œ r z v t v ‡ r — � ™ z

t †

¸

‡ r t s r Œ � •

ì �

•   • v ‡ r y w z u • z z w t q { | t Š r ‹ w v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v v ‡ r — � ™ z t †

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ º ‡ { Š r

Š r s w ” r s z t † z w š r

poly (logk)
•

� r q t ‰ z v { v r v ‡ r z v s t q x r z v v ‡ r t s r Œ z ‰ r u { q ’ s t Š r �

� � � � 
 � � � � �

�

�

�

~ 	 ƒ 
 ƒ 	 • • ~ � „ ‚ € � ‚

c > 0
‚ � ƒ

�
~ } } ~ � 
 � � � ~ } � „ �

�

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 
 �
�

� 
 ‚ ƒ
�

€ � 
 } •

~
� � � �

„

f Ckgk

„ � • � ‚ � € ‚

Ck
� € „ … } ~ • � } ƒ � � ‚ �

O(k) 	

	 ƒ } € ‚ 
 
 ƒ � 
 „ ‚ € � • ƒ


(1) 	 �

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

O(1) 	

	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~


(1)
€ � � 	 € � � ~ � � ƒ „ „ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

logk + O(log logk) 
 �

� 	 ‚ � ƒ 	 � ~ 	 ƒ

	

‚ � ƒ

• ~ � ƒ „ 
 � ‚ � ƒ
�

€ � 
 } • € 	 ƒ } 
 � ƒ € 	 € � � � € 
 ƒ } 
 � ƒ € 	 � 	 ~ ~
�

„

	

‚ � ƒ „ 
 � ƒ ~
�

‚ � ƒ 
 ƒ 	 

�

ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~
�

Ck

 „ … ~ � � � ƒ � … •

poly (logk)
€ � � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 	 ~ … € … 
 } 
 „ ‚ 
 • € } � ~ 	 
 ‚ � � ‚ � € ‚ ~ � 
 � � � ‚

k 	

	 � � „ 
 �

‚ 
 � ƒ

poly (k)
€ � � ~ � ‚ � � ‚ „ � 
 ‚ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •

1 � exp (� 
 (log c k))
‚ � ƒ � ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 �

	

� 	 ~ ~
�

� € ‚ 	 
 � € � � 
 ƒ 	 

�

ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~
�

Ck 


£ ¹



¸

‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x v ‡ r t s r Œ † t Ž Ž t ‰ z | • { ’ ’ Ž • w q x

¸

‡ r t s r Œ � • ¦ v t v ‡ r Ž { v v r s — � ™ z { q y q t v w q x

v ‡ { v v ‡ w z v ‡ r t s r Œ w q u s r { z r z v ‡ r z w š r t † v ‡ r Š r s w ” r s | • { q { y y w v w Š r v r s Œ t † { v Œ t z v

poly (logk)
•

� � � � 
 � � � � � � � �

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € • ~ � „ ‚ € � ‚

� > 0
„ � • � ‚ � € ‚ � ~ 	 ƒ 
 ƒ 	 • ‚ � ~ • ~ � „ ‚ € � ‚ „

c > 0
€ � �

� > 0
‚ � ƒ � ~ } } ~ � 
 � � � ~ } � „ �

�

� ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 
 � � � 
 ‚ ƒ � € � 
 } • ~ �

� �

� „

f Ckgk

„ � • � ‚ � € ‚

Ck
� € „

… } ~ • � } ƒ � � ‚ �

k � poly (logk) 	

	 ƒ } € ‚ 
 
 ƒ � 
 „ ‚ € � • ƒ

� 	 �

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

O(1) 	

� 
 „ ‚ € � • ƒ ‚ � 	 ƒ „ � ~ } �

�
€ � � 	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •


(1) 
 �

� 	 ‚ � ƒ 	 � ~ 	 ƒ

	

‚ � ƒ • ~ � ƒ „ 
 � ‚ � ƒ � € � 
 } • € 	 ƒ } 
 � ƒ € 	

	

‚ � ƒ „ 
 � ƒ ~ �

‚ � ƒ 
 ƒ 	 
 � ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~ �

Ck

 „ … ~ � � � ƒ � … •

poly (logk)
€ � � ‚ � ƒ 	 ƒ ƒ � 
 „ ‚ „ € � 	 ~ … € … 
 } 
 „ ‚ 
 • € } � ~ 	 
 ‚ � �

‚ � € ‚ ~ � 
 � � � ‚

k 	

	 � � „ 
 � ‚ 
 � ƒ

poly (k)
€ � � ~ � ‚ � � ‚ „ � 
 ‚ � � 	 ~ … € … 
 } 
 ‚ •

1 � exp (� 
 (log c k))
‚ � ƒ

� ƒ � ƒ 	 € ‚ 
 � � � € ‚ 	 
 � € � � 
 ƒ 	 
 � ƒ 	 • 
 	 • � 
 ‚ ~ �

Ck 


�

� o � n m � � o k h 
 h l � � � h � j k � � � 	 �

�

ª © � ° ¯ ¶ ° ® µ ³ � � � � ¯ ´ � ® ³ µ ¯ � ´ µ ¶ � ®

� � � � 	 
 � � 
 � 	 � � � � � � 
 � 
 � � � � � 
 � � � � � 	 � � � � � � 
 � � � � 
 � � 
 � � � � � � � � 
 � � � � � � 
 � � � 
 � �

� r ’ t w q v t • v { ’ t z z w | Ž r Š { s w { q v t † t • s u t q z v s • u v w t q • � r s r u { Ž Ž v ‡ r z v s • u v • s r t † t • s u t q z v s • u �

v w t q �
�

• s Œ { w q u t q z v s • u v w t q w z w v r s { v w Š r ‹ ‰ ‡ r s r r { u ‡ w v r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

{ q y y r u s r { z r z v ‡ r ’ s t t † s { v r { q y s r

–

r u v w t q s { v w t | • u t q z v { q v † { u v t s z •   • { ’ ’ Ž • w q x

O(log logk)
w v r s { v w t q z ‹ v ‡ r Œ { w q u t q z v s • u v w t q • w r Ž y z { — � ™ ‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (logk)
‹ s r

–

r u v w t q

s { v w t

1=poly (logk)
{ q y ’ s t t † s { v r

1=poly (logk)
•

¸

‡ r q ‹ ‰ r { ’ ’ Ž • • • r s • s r y • u v w t q { q y x { ’

{ Œ ’ Ž w ” u { v w t q v r u ‡ q w • • r z v t s r y • u r v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • v t

O(1)
{ q y v t w q u s r { z r v ‡ r s r

–

r u v w t q

s { v w t t †


(1)
•

�
| z r s Š r v ‡ { v ‹ w q z v r { y t † { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q { q y v ‡ r x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q €

�
‚ ƒ 	 v ‡ r

Œ { w q u t q z v s • u v w t q ‹ ‰ r u t • Ž y ‡ { Š r w q v r x s { v r y v ‡ t z r t ’ r s { v w t q z w q v t v ‡ r w v r s { v w t q z t † t • s Œ { w q

u t q z v s • u v w t q •

¸

‡ { v w z ‹ ‰ r u t • Ž y ‡ { Š r { y y r y v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q { q y v ‡ r x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v t

v ‡ r w v r s { v w t q { z v ‰ t { y y w v w t q { Ž | { z w u t ’ r s { v w t q z › w q { y y w v w t q v t v ‡ r

¸

r q z t s ™ s t y • u v ‹ � { q y t Œ

™ s t

–

r u v w t q { q y ¥ w z v { q u r p Œ ’ Ž w ” u { v w t q ¨ ‹ { q y • z r v ‡ r Œ v t Œ { w q v { w q v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q { q y

v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t t † v ‡ r — � ™ •

�

q z • u ‡ u { z r ‹ r { u ‡ w v r s { v w t q ‰ t • Ž y ‡ { Š r Œ { w q v { w q r y v ‡ r • • r s •

u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t t † v ‡ r — � ™ ‹ { q y ‰ t • Ž y ‡ { Š r y r u s r { z r y v ‡ r ’ s t t † s { v r t †

v ‡ r — � ™ | • { Ž { s x r s u t q z v { q v † { u v t s ‹ ‰ ‡ w u ‡ ‰ r u t • Ž y z v w Ž Ž { ˜ t s y • p † v r s { ’ ’ Ž • w q x

O(log logk)
w v r s { v w t q z ‹ v ‡ w z u t q z v s • u v w t q ‰ t • Ž y ‡ { Š r • w r Ž y r y ‰ w v ‡ { — � ™ ‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

O(1)
‹

s r

–

r u v w t q s { v w t


(1)
{ q y ’ s t t † s { v r

1=poly (logk)
‹ Ž w ˆ r t • s t s w x w q { Ž u t q z v • s u v w t q •

�
� 
 � � � � � � � � � 
 � � � 
 � � � � � �

�
� � � ' � � � � � � � 	 � �

poly (k)
� r ’ t w q v t • v v ‡ { v • z w q x v ‡ r

• • r s • s r y • u v w t q { q y x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v r u ‡ q w • • r z t † ‘ r u v w t q � ›

¸

‡ r t s r Œ z � •

ì ì

{ q y � • Ÿ � ¨ t q r

u { q t | v { w q { s r Ž { v w Š r Ž • z w Œ ’ Ž r u t q z v s • u v w t q t † »

¸

— z t † | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

poly (k)
�

¸

‡ r u t q z v s • u v w t q

z v { s v z ‰ w v ‡ { q • Ž w q r { s u t y r

C
t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
{ q y | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

poly (k)
‹ { q y Š w r ‰ z

w v { z { — � ™ ‰ w v ‡ v ‡ r v s w Š w { Ž Š r s w ” r s • � w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ w z Š r s w ” r s ‹

C
w z { — � ™ ‰ w v ‡

• • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

poly (k)
‹ s r

–

r u v w t q s { v w t

1
{ q y s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v •

0
•

¸

‡ r u t q z v s • u v w t q

v ‡ r q { ’ ’ Ž w r z v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q v ‡ r t s r Œ ›

¸

‡ r t s r Œ � •

ì ì

¨ v t

C
‹ s r z • Ž v w q x w q { — � ™ ‰ w v ‡

• • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

3
‹ s r

–

r u v w t q s { v w t

1=poly (k)
{ q y s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v •

O(logk)
•

�

w q { Ž Ž • ‹

v ‡ r u t q z v s • u v w t q { ’ ’ Ž w r z v ‡ r x { ’ { Œ ’ Ž w ” u { v w t q v ‡ r t s r Œ ›

¸

‡ r t s r Œ � • Ÿ � ¨ v t

C
† t s

O(logk)
v w Œ r z ‹ s r z • Ž v w q x w q { — � ™ ‰ w v ‡ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

O(1)
‹ s r

–

r u v w t q s { v w t


(1)
{ q y s { q y t Œ q r z z

u t Œ ’ Ž r “ w v •

O(logk)
•   • v s { q z † t s Œ w q x v ‡ w z — � ™ w q v t { q »

¸

— ›

¸

‡ r t s r Œ � • ¦ ¨ ‹ ‰ r t | v { w q { q

¤ ž



»

¸

— ‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

poly (k)
‹ • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v •

O(1)
‹ { s | w v s { s w Ž • z Œ { Ž Ž u t q z v { q v y w z v { q u r

v ‡ s r z ‡ t Ž y ‹ { q y s r

–

r u v w t q ’ s t | { | w Ž w v •


(1)
•

�

ª � � 
 ­ ´ � ® ® ­ ´ µ ¶ � ® µ � µ 
 ­ ´ � ® ³ µ ¯ � ´ µ ¶ � ® � � � ­ ® � � ° ³ ³ � ® ° ® � � � � ° ®

¸

‡ r u t q z v s • u v w t q ’ s r z r q v r y w q v ‡ w z ‰ t s ˆ ‰ { z w q z ’ w s r y | • v ‡ r ‰ t s ˆ t †   r q � ‘ { z z t q { q y ‘ • y { q

œ   ‘ ž ¤ § ‹ { q y ‰ { z t | v { w q r y | • v s • w q x v t w Œ w v { v r v ‡ r w s u t q z v s • u v w t q ‰ w v ‡ t • v • z w q x { Ž x r | s { w u

v r u ‡ q w • • r z •

�

q t s y r s v t Œ { ˆ r v ‡ r u t q q r u v w t q | r v ‰ r r q v ‡ r v ‰ t u t q z v s • u v w t q z Œ t s r { ’ ’ r { s { q v ‹

‰ r q r r y v t ’ s r z r q v v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § y w ˜ r s r q v Ž • v ‡ { q v ‡ r ‰ { • w v w z ’ s r z r q v r y w q v ‡ r w s

t s w x w q { Ž ’ { ’ r s •

�

q v ‡ w z z • | z r u v w t q ‹ ‰ r y r z u s w | r v ‡ w z { Ž v r s q { v w Š r ’ s r z r q v { v w t q t † v ‡ r u t q z v s • u �

v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § ‹ { q y y w z u • z z v ‡ r z w Œ w Ž w { s w v w r z { q y y w ˜ r s r q u r z | r v ‰ r r q v ‡ r v ‡ r w s u t q z v s • u v w t q

{ q y t • s u t q z v s • u v w t q • � r | r x w q v ‡ r ‰ w v ‡ y r ” q w q x v ‡ r � r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r �

� � � � 
 � 
 � � � � � �

» r v

K
y r q t v r { ” q w v r ” r Ž y ‹ Ž r v

S � K
{ q y Ž r v

d < jSj
y r q t v r { q { v • s { Ž

q • Œ | r s •

¸

‡ r � � �

�

$ �

�

�

�

�

�

� u t y r

RSK;S;d : Kd+1 ! K jSj w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z � ‘ • ’ ’ t z r ‰ r

‰ w z ‡ v t r q u t y r { Œ r z z { x r

a 2 Kd+1 ‰ w v ‡

RSK;S;d
• � r y r ” q r v ‡ r ’ t Ž • q t Œ w { Ž

Pa(X ) def=P d
i =0 ai X i ‹ { q y z r v v ‡ r u t y r ‰ t s y

RSK;S;d(a)
v t u t q z w z v t † v ‡ r r Š { Ž • { v w t q z t †

Pa
{ v r { u ‡ t † v ‡ r

r Ž r Œ r q v z t †

S
•

¸

‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

RSK;S;d
w z

1 � d+1
jSj

› z r r œ‘ ž

ì

‹ » r u v • s r £ § ¨ •

¸

‡ r s r z • Ž v t † œ   ‘ ž ¤ § ‰ r { s r w q v r s r z v r y w q z v { v r z v ‡ { v u r s v { w q � r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r z { s r

— � ™ z • ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ v ‡ r ‰ t s ˆ t † œ  ‘ ž ¤ § ’ s t Š r z v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x v ‡ r t s r Œ •

� � � � 
 � � � �

�

› œ   ‘ ž ¤ ‹

¸

‡ r t s r Œ £ § ¨

� �

ƒ ‚

K = GF(2 `)
€ � � } ƒ ‚

L � K
… ƒ €

GF(2)
� } 
 � ƒ € 	

„ � … „ � € • ƒ ~
�

K 


�

� ƒ �
�

~ 	 € � •

d < jL j
‚ � ƒ • ~ � ƒ

RSK;L;d

 „ €

� � �
� 
 ‚ �

�

� ƒ 	 • • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

O(1) 	

	 ƒ

�

ƒ • ‚ 
 ~ � 	 € ‚ 
 ~

1=poly (log jL j) 	

	 € � � ~ � � ƒ „ „ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ •

logjL j + O (log logjL j)
€ � �

� 	 ~ ~
�

} ƒ � � ‚ �

jL j � poly (log jL j) 


� t v r v ‡ { v | • u ‡ t t z w q x

d = O(jL j)
w q

¸

‡ r t s r Œ ¦ • Ÿ ‹ t q r x r v z { — � ™ ‰ w v ‡ v ‡ r z { Œ r

’ { s { Œ r v r s z { z v ‡ r — � ™ z ‰ r u t q z v s • u v r y w q

¸

‡ r t s r Œ � •

ì �

‹ { Ž | r w v t Š r s { q { Ž ’ ‡ { | r v t † {

z • ’ r s � u t q z v { q v z w š r ›z w q u r { � r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r t † | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
Œ • z v | r t Š r s { q { Ž ’ ‡ { | r v

t † z w š r { v Ž r { z v

n
¨ •

¼ • u ‡ Ž w ˆ r t • s Œ { w q u t q z v s • u v w t q ‹ v ‡ r u t q z v s • u v w t q t †

¸

‡ r t s r Œ ¦ • Ÿ w z { q w v r s { v w Š r u t q �

z v s • u v w t q •

¸

‡ r u t q z v s • u v w t q z v { s v z ‰ w v ‡ { q � ‘ u t y r ‰ w v ‡ u t q z v { q v … } ~ • � } ƒ � � ‚ � › s { v ‡ r s v ‡ { q

Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ ¨ ‹ { q y w q u s r { z r z v ‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ w q w v r s { v w t q z ‰ ‡ w Ž r Œ { w q v { w q w q x v ‡ r t v ‡ r s

’ { s { Œ r v r s z • ‘ ’ r u w ” u { Ž Ž • ‹ w q r Š r s • w v r s { v w t q �

ì

•

¸

‡ r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ w z z • • { s r y •

Ÿ •

¸

‡ r s { v r ‹ s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ { q y • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • s r Œ { w q v ‡ r z { Œ r •

�

•

¸

‡ r ’ s t t † s { v r { q y v ‡ r s r

–

r u v w t q s { v w t { s r y r u s r { z r y | • { u t q z v { q v † { u v t s •

� t v r v ‡ { v v ‡ r r ˜ r u v t † { z w q x Ž r w v r s { v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § w z Š r s • z w Œ w Ž w { s v t v ‡ r r ˜ r u v t † { z w q x Ž r

w v r s { v w t q t † t • s Œ { w q u t q z v s • u v w t q › u t Œ ’ { s r v ‡ r { | t Š r Ž w z v v t

¸

{ | Ž r Ÿ { v v ‡ r | r x w q w q x t †

‘ r u v w t q

�

• Ÿ ¨ •

¸

‡ r t q Ž • w Œ ’ t s v { q v y w ˜ r s r q u r | r v ‰ r r q v ‡ r w v r s { v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § { q y t • s w v r s { v w t q

¤

ì



w z v ‡ { v t • s w v r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • | • { u t q z v { q v † { u v t s ‹ ‰ ‡ w u ‡ w z v ‡ r s r { z t q

v ‡ { v ‰ r r q y • ’ ‰ w v ‡ { ’ t Ž • � Ž t x { s v w ‡ Œ w u • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • •

¸

‡ r w v r s { v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § { q y t • s w v r s { v w t q q t v t q Ž • z ‡ { s r { z w Œ w Ž w { s r ˜ r u v t q v ‡ r ’ { s { Œ r v r s z ‹

| • v v ‡ r • { Ž z t ‡ { Š r { z w Œ w Ž w { s z v s • u v • s r •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ { q w v r s { v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § u { q | r y w Š w y r y

w q v t v ‰ t t ’ r s { v w t q z �

�
¸

r q z t s ™ s t y • u v �

�

q v ‡ w z t ’ r s { v w t q ‹ v ‡ r u t q z v s • u v w t q { Ž x t s w v ‡ Œ u ‡ t t z r z v ‰ t � r r y �

‘ t Ž t Œ t q u t y r z

C1
{ q y

C2
€ • • ~ 	 � 
 � � ‚ ~ € • ƒ 	 ‚ € 
 � € } � ƒ … 	 € 
 • 	 � } ƒ •

¸

‡ r { Ž x t s w v ‡ Œ v ‡ r q

u t Œ ’ • v r z v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v

C1 
 C2
‹ ‰ ‡ w u ‡ w z v ‡ r u t y r ‰ ‡ t z r u t y r ‰ t s y z { s r v ‡ r

Œ { v s w u r z ‰ ‡ t z r s t ‰ z { s r u t y r ‰ t s y z t †

C1
{ q y ‰ ‡ t z r u t Ž • Œ q z { s r u t y r ‰ t s y z t †

C2
•

  r q � ‘ { z z t q { q y ‘ • y { q z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r u t y r

C1 
 C2
w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r

s t ‰ � u t Ž • Œ q Š r s w ” r s y r z u s w | r y w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

ì

•

¸

‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q w z • z r y

w q t s y r s v t w q u s r { z r v ‡ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ { q y | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ t † v ‡ r — � ™ •

�
p Ž x r | s { w u ™ s t

–

r u v w t q �

�

q v ‡ w z t ’ r s { v w t q ‹ v ‡ r u t q z v s • u v w t q { Ž x t s w v ‡ Œ ’ s t

–

r u v z

C1 
 C2
v t { z • | z r v t † w v z u t t s y w q { v r z v ‡ { v w z u ‡ t z r q € • • ~ 	 � 
 � � ‚ ~ € „ ~ � � 
 „ ‚ 
 • € ‚ ƒ � € } � ƒ … 	 € 
 • 	 � } ƒ •

¸

‡ r u t t s y w q { v r z v ‡ { v { s r � ’ s t

–

r u v r y t • v � { s r Œ t Š r y v t v ‡ r ’ s t t † ’ { s v t † v ‡ r — � ™ •

¸

‡ r

{ Ž x r | s { w u ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q w z • z r y v t w q u s r { z r v ‡ r s { v r { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † v ‡ r

— � ™ | { u ˆ v t v ‡ r Ž r Š r Ž v ‡ r • ‰ r s r { v | r † t s r v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q •

�

q { y y w v w t q v t w q u s r { z w q x v ‡ r s { v r { q y v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ v ‡ r { Ž x r | s { w u ’ s t

–

r u v w t q

t ’ r s { v w t q ‡ { z { q t v ‡ r s s t Ž r � � r u { Ž Ž v ‡ { v v ‡ r ” q { Ž x t { Ž w z t | v { w q w q x { — � ™ ‰ ‡ w u ‡ w z { q

� ‘ u t y r • ¡ t ‰ r Š r s ‹ v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q s r z • Ž v z w q { — � ™ ‰ ‡ w u ‡ w z q t v { q

� ‘ u t y r | • v s { v ‡ r s { v r q z t s ’ s t y • u v t † � ‘ u t y r z •

¸

‡ r { Ž x r | s { w u ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q

v s { q z † t s Œ z v ‡ r — � ™

C1 
 C2
| { u ˆ v t { — � ™ ‰ ‡ w u ‡ w z { � ‘ u t y r •

� r q t ‰ y w z u • z z † r ‰ w Œ ’ t s v { q v y w ˜ r s r q u r z | r v ‰ r r q v ‡ r w v r s { v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § { q y t • s w v r s { v w t q •

�
�

q Ž w ˆ r v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q t ’ r s { v w t q v ‡ { v ‰ r • z r ‹ v ‡ r { Ž x r | s { w u ’ s t

–

r u v w t q

t ’ r s { v w t q w z y r v r s Œ w q w z v w u •

¸

‡ w z w z v ‡ r s r { z t q ‰ ‡ • v ‡ r — � ™ z t † œ  ‘ ž ¤ § { s r r “ ’ Ž w u w v ‰ ‡ w Ž r

t • s — � ™ z { s r u t q z v s • u v r y | • { s { q y t Œ w š r y { Ž x t s w v ‡ Œ •

�
¸

‡ r { Ž x r | s { w u ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q 
 � • 	 ƒ € „ ƒ „ v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ ‰ ‡ w Ž r v ‡ r s { q y t Œ

’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q � ƒ • 	 ƒ € „ ƒ „ v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

¸

‡ w z w z v ‡ r s r { z t q ‰ ‡ • ‰ r q r r y

v t • z r v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q t ’ r s { v w t q ‰ ‡ w Ž r œ   ‘ ž ¤ § y t q t v •

� t v r v ‡ { v v ‡ r y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q w z v ‡ r t q Ž • t ’ r s { v w t q w q t • s w v r s { v w t q v ‡ { v w q u s r { z r z

v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • •

�

q y r r y ‹ v ‡ r • z r t † y w z v { q u r { Œ ’ Ž w ” u { v w t q w z v ‡ r s r { z t q v ‡ { v t • s

w v r s { v w t q w q u s r { z r z v ‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • ‰ ‡ w Ž r v ‡ r w v r s { v w t q t † œ  ‘ ž ¤ § y t r z q t v •

�
� r u { Ž Ž v ‡ { v w q t s y r s v t z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t ’ r s { v w t q ’ s r z r s Š r z v ‡ r Ž t u { Ž

v r z v { | w Ž w v • › w • r • ‹ { ’ ’ Ž • w q x { v r q z t s ’ s t y • u v v t { — � ™ • w r Ž y z { — � ™ ¨ ‹ ‰ r q r r y r y v t

• z r { s r z • Ž v t † œ  ‘ ž £ § •

¸

‡ w z s r z • Ž v t † œ   ‘ ž £ § † t s u r y • z v t Œ { w q v { w q v ‡ r z • • { s r † t s Œ

v ‡ s t • x ‡ t • v t • s u t q z v s • u v w t q ›z r r ‘ r u v w t q

�

•

�

† t s y r v { w Ž z ¨ •

�

q u t q v s { z v ‹ v ‡ r { q { Ž • z w z t †

œ   ‘ ž ¤ § s r Ž w r z t q { s r z • Ž v t † ™ t Ž w z ‡ u ‡ • ˆ { q y ‘ ’ w r Ž Œ { q œ ™ ‘ ¹ £ § ‹ ‰ ‡ w u ‡ z { • z s t • x ‡ Ž • v ‡ { v

v ‡ r v r q z t s ’ s t y • u v t † � ‘ u t y r z u { q | r v r z v r y • z w q x v ‡ r s t ‰ � u t Ž • Œ q Š r s w ” r s y r z u s w | r y

w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

ì

•

¸

‡ • z ‹ v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ  ‘ ž ¤ § y t r z q t v q r r y v t ’ s r z r s Š r { z • • { s r

† t s Œ •

¤ Ÿ
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� r q t v r v ‡ { v v ‡ r { | t Š r ’ s r z r q v { v w t q t † v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § w z Š r s •

y w ˜ r s r q v † s t Œ v ‡ r ’ s r z r q v { v w t q t † v ‡ w z u t q z v s • u v w t q w q v ‡ r ’ { ’ r s t † œ  ‘ ž ¤ § •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹

v ‡ r { | t Š r ’ s r z r q v { v w t q Š w r ‰ z v ‡ r u t q z v s • u v w t q { z x t w q x � | t v v t Œ � • ’ � ‹ † s t Œ u t y r z t † u t q z v { q v

| Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ v t u t y r z t † Ž { s x r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ ‹ ‰ ‡ w Ž r v ‡ r ’ { ’ r s t † œ   ‘ ž ¤ § Š w r ‰ z v ‡ r u t q z v s • u v w t q

{ z x t w q x � v t ’ � y t ‰ q � •

�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ v ‡ r ’ { ’ r s t † œ   ‘ ž ¤ § y t r z q t v y w Š w y r { z w q x Ž r w v r s { v w t q

v t v ‰ t z r ’ { s { v r t ’ r s { v w t q z ‹ | • v s { v ‡ r s Š w r ‰ z v ‡ r ‰ ‡ t Ž r w v r s { v w t q { z u t q z w z v w q x t † { z w q x Ž r

t ’ r s { v w t q •

� � � � 
 � � � � � ¸

‡ r { | t Š r ’ s r z r q v { v w t q t Œ w v z z t Œ r w Œ ’ t s v { q v v r u ‡ q w u { Ž y r v { w Ž z t † v ‡ r u t q �

z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § y t r z q t v • z r

¸

r q z t s ™ s t y • u v ‹

| • v s { v ‡ r s { �

¸

r q z t s ™ s t y • u v ‰ w v ‡ z t Œ r { y y w v w t q z � • ¡ t ‰ r Š r s ‹ v ‡ r u t y r v ‡ { v s r z • Ž v z † s t Œ v ‡ r

�

¸

r q z t s ™ s t y • u v ‰ w v ‡ z t Œ r { y y w v w t q z � t ’ r s { v w t q u { q z v w Ž Ž | r Š r s w ” r y • z w q x v ‡ r s t ‰ � u t Ž • Œ q

Š r s w ” r s y r z u s w | r y w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

ì

•
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�
�

� ‡ w Ž r w q v ‡ w z ‰ t s ˆ ‰ r x w Š r { u t Œ �

| w q { v t s w { Ž u t q z v s • u v w t q t † »

¸

— z ‹ t • s u t q z v s • u v w t q w z s { q y t Œ w š r y { q y v ‡ r s r † t s r q t v r q v w s r Ž •

r “ ’ Ž w u w v • • w Š w q x { q r “ ’ Ž w u w v u t Œ | w q { v t s w { Ž u t q z v s • u v w t q t † »

¸

— z s r Œ { w q z { q w q v r s r z v w q x t ’ r q

’ s t | Ž r Œ •

�
q r ’ t z z w | Ž r { ’ ’ s t { u ‡ † t s x w Š w q x z • u ‡ r “ ’ Ž w u w v u t q z v s • u v w t q w z y r s { q y t Œ w š w q x t • s u t q �

z v s • u v w t q •

¸

‡ w z t q Ž • s r • • w s r z y r s { q y t Œ w š w q x v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q ‰ r • z r •

�

q

t s y r s v t y r s { q y t Œ w š r v ‡ r s { q y t Œ ’ s t

–

r u v w t q ‹ t q r q r r y z v t y r z w x q { y r v r s Œ w q w z v w u { Ž x t s w v ‡ Œ

v ‡ { v x w Š r q { u t y r

C
‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
v ‡ { v ‡ { z x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ ” q y z { s r Ž { v w Š r Ž •

z Œ { Ž Ž z r v

S � [n]
z • u ‡ v ‡ { v

CjS
‡ { z x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r • ¥ r z w x q w q x z • u ‡ { q { Ž x t s w v ‡ Œ

s r • • w s r z t Š r s u t Œ w q x v ‰ t z w x q w ” u { q v t | z v { u Ž r z �

ì

•
�

| z r s Š r v ‡ { v † t s r Š r s • z Œ { Ž Ž z r v

S � [n]
v ‡ r s r r “ w z v z { u t y r

C
‰ w v ‡ x t t y s r Ž { v w Š r

y w z v { q u r z • u ‡ v ‡ { v

CjS
y t r z q t v ‡ { Š r { x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

�

t s r “ { Œ ’ Ž r ‹ t q r u { q

v { ˆ r { q • Ž w q r { s u t y r ‰ w v ‡ x t t y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r { q y ’ r s Œ • v r w v z u t t s y w q { v r z z • u ‡ v ‡ { v

† t s z t Œ r z ’ r u w ” u u t y r ‰ t s y Œ t z v t † v ‡ r q t q � š r s t u t t s y w q { v r z y t q t v † { Ž Ž w q v ‡ r z r v

S
•

¸

‡ • z ‹ v ‡ r u ‡ t w u r t † v ‡ r z r v

S
Œ • z v z t Œ r ‡ t ‰ y r ’ r q y t q

C
•

�

q u t q v s { z v ‹ z v { q y { s y

y r s { q y t Œ w š { v w t q v r u ‡ q w • • r z z r r Œ v t x w Š r { z r v

S
v ‡ { v y t r z q t v y r ’ r q y t q

C
‹ ‰ ‡ w u ‡

Œ r { q z v ‡ { v ‰ r q r r y v t y t z t Œ r v ‡ w q x q t q � z v { q y { s y { q y w q y r r y

C
� y r ’ r q y r q v •

Ÿ •

¸

‡ r ’ s t | Ž r Œ t † { ’ ’ s t “ w Œ { v w q x v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t † { Ž w q r { s u t y r w z

N P
� ‡ { s y •

¸

‡ • z ‹

r Š r q w † ‰ r { s r x w Š r q { z r v

S
‹ w v w z q t v u Ž r { s v ‡ { v ‰ r u { q u ‡ r u ˆ ‰ ‡ r v ‡ r s

CjS
‡ { z { x t t y

s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

�

q u t q v s { z v ‹ Œ { q • y r s { q y t Œ w š { v w t q v r u ‡ q w • • r z s r • • w s r v ‡ r { | w Ž w v • v t

u ‡ r u ˆ ‰ ‡ r v ‡ r s { u { q y w y { v r t |

–

r u v w z x t t y •

�

v w z w q v r s r z v w q x v t q t v r v ‡ { v v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § t Š r s u t Œ r z | t v ‡ t | z v { u Ž r z | • r q z • s w q x

v ‡ { v v ‡ r u t y r v t ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r ’ s t

–

r u v w t q w z { ’ ’ Ž w r y ‡ { z { u r s v { w q { Ž x r | s { w u z v s • u v • s r •

¸

‡ r

u t q z v s • u v w t q t † œ   ‘ ž ¤ § v ‡ r q • z r z v ‡ r z v s • u v • s r t † v ‡ r u t y r v t ” q y { x t t y z • | z r v t † u t t s y w q { v r z

v t ‰ ‡ w u ‡ v ‡ r u t y r u { q | r ’ s t

–

r u v r y •

¸

‡ • z ‹ w v Œ { • | r ’ t z z w | Ž r v t y r s { q y t Œ w š r v ‡ r s { q y t Œ

’ s t

–

r u v w t q t ’ r s { v w t q | • ” s z v u ‡ { q x w q x t • s u t q z v s • u v w t q z t v ‡ { v v ‡ r u t y r

C
‡ { z { u r s v { w q

u t Œ | w q { v t s w { Ž z v s • u v • s r ‹ { q y v ‡ r q • z w q x v ‡ r u t Œ | w q { v t s w { Ž z v s • u v • s r v t ” q y v ‡ r z r v

S
•
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� r u { Ž Ž v ‡ { v { Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r u t y r

C
w z z { w y v t | r � � �

�

� �

w † w v ‡ { z { Š r s w ” r s v ‡ { v s r

–

r u v z € � • q t q � u t y r ‰ t s y

w
‰ w v ‡ { ’ s t | { | w Ž w v • v ‡ { v w z ’ s t ’ t s v w t q { Ž

v t v ‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

w
† s t Œ

C
›z r r ¥ r ” q w v w t q ¤ •¹ † t s y r v { w Ž z ¨ • � • s u t q z v s • u v w t q y t r z

q t v • w r Ž y z v s t q x »

¸

— z | r u { • z r v ‡ r v s { q z † t s Œ { v w t q † s t Œ — � ™ z v t »

¸

— z Ž t z r z v ‡ r z v s t q x

s r

–

r u v w t q ’ s t ’ r s v • •

¸

‡ • z ‹ w v s r Œ { w q z { q t ’ r q ’ s t | Ž r Œ v t x w Š r { u t Œ | w q { v t s w { Ž u t q z v s • u v w t q

t † z v s t q x »

¸

— z •

�

v z r r Œ z v t • z v ‡ { v z • u ‡ { u t q z v s • u v w t q ‰ w Ž Ž ‡ { Š r v t | r Š r s • y w ˜ r s r q v † s t Œ

t • s u t q z v s • u v w t q ‹ z w q u r w v ‰ w Ž Ž q t v | r { | Ž r v t • z r — � ™ z •

� r Œ r q v w t q v ‡ { v ‹ • q Ž w ˆ r u t q z v s • u v w t q z t † q t q � z v s t q x »

¸

— z ‹ v ‡ r | r z v ˆ q t ‰ q u t q z v s • u v w t q

t † z v s t q x »

¸

— z { u ‡ w r Š r z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ t †

k1+log � 1=2+ " › † t s r Š r s •

" > 0
¨ ‹ { q y s r Ž w r z ‡ r { Š w Ž • t q

{ Ž x r | s { { q y ™ — ™ Œ { u ‡ w q r s • › z r r œ• ‘ ž Ÿ ‹ ‘ r u v w t q z

�

{ q y ¤ § ¨ •

¸

‡ • z ‹ { u t Œ | w q { v t s w { Ž u t q z v s • u �

v w t q t † z v s t q x »

¸

— z ‰ w v ‡ | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

k1+ o(1) › t s r Š r q

poly (k)
¨ ‰ w Ž Ž | r Š r s • w q v r s r z v w q x • � q r

Œ w x ‡ v { Ž z t u t q z w y r s v ‡ r t ’ r q ’ s t | Ž r Œ t † x w Š w q x { › q t v q r u r z z { s w Ž • u t Œ | w q { v t s w { Ž ¨ u t q z v s • u v w t q

t † z v s t q x »

¸

— z v ‡ { v ‡ { Š r { | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

k � poly (logk)
•

�
� � 
 � � 
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�
� � � �

p q t v ‡ r s w q v r s r z v w q x t ’ r q ’ s t | Ž r Œ w z u t q z v s • u v w q x »

¸

— z

‰ ‡ t z r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ w z z ‡ t s v r s v ‡ { q

k � poly (logk)
• p Ž v r s q { v w Š r Ž • ‹ t q r u { q { Ž z t v s • v t x w Š r

Ž t ‰ r s | t • q y z † t s »

¸

— z { q y z ‡ t ‰ v ‡ { v { q • »

¸

— Œ • z v ‡ { Š r | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡ t † { v Ž r { z v

k � logk
•

�
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 � � � � � 
 � � � 
 � �

� r u { Ž Ž v ‡ { v w q t s y r s v t z ‡ t ‰ v ‡ { v v ‡ r

¸

r q z t s ™ s t y • u v

t ’ r s { v w t q ’ s r z r s Š r z v ‡ r Ž t u { Ž v r z v { | w Ž w v • t † — � ™ z ‹ ‰ r ‡ { y v t • z r { s r z • Ž v t † œ   ‘ ž £ § ‹ ‰ ‡ w u ‡

s r • • w s r y • z v t Œ { w q v { w q { � z • • { s r † t s Œ � v ‡ s t • x ‡ t • v t • s u t q z v s • u v w t q •

¸

‡ r q r r y v t Œ { w q v { w q

v ‡ r � z • • { s r † t s Œ � Œ { ˆ r z t • s u t q z v s • u v w t q Œ t s r u t Œ ’ Ž w u { v r y v ‡ { q v ‡ r z w Œ ’ Ž w ” r y u t q z v s • u v w t q

t • v Ž w q r y w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

�

v w z q t v u Ž r { s ‰ ‡ r v ‡ r s v ‡ w z u t Œ ’ Ž w u { v w t q w z s r { Ž Ž • s r • • w s r y •

�

q ’ { s v w u • Ž { s ‹ w v w z ’ t z z w | Ž r v ‡ { v z w Œ ’ Ž w ” r y u t q z v s • u v w t q t • v Ž w q r y w q ‘ r u v w t q

�

• Ÿ • w r Ž y z

x t t y — � ™ z ‹ | • v ‰ r y t q t v ˆ q t ‰ ‡ t ‰ v t ’ s t Š r w v •

¸

t | r Œ t s r z ’ r u w ” u ‹ s r u { Ž Ž v ‡ r z w Œ ’ Ž w † • w q x

{ z z • Œ ’ v w t q v ‡ { v ‰ { z Œ { y r w q v ‡ r u t q z v s • u v w t q t † ‘ r u v w t q

�

• Ÿ •

¸

‡ w z { z z • Œ ’ v w t q z { • z v ‡ { v w †

{ u t y r

C
w z { — � ™ v ‡ r q

C2 w z { — � ™ ‰ w v ‡ s r z ’ r u v v t v ‡ r s t ‰ � u t Ž • Œ q Š r s w ” r s • � ‡ w Ž r w v w z

ˆ q t ‰ q v ‡ { v v ‡ w z { z z • Œ ’ v w t q y t r z q t v ‡ t Ž y † t s ƒ 
 ƒ 	 • — � ™

C
› z r r œ ¥ ž ¦ ‹ ¢ ž ¤ ‹ • ¼ ž ¦ { § ¨ ‹ w v w z

’ t z z w | Ž r v ‡ { v w v ‡ t Ž y z † t s v ‡ r — � ™ z v ‡ { v s r z • Ž v † s t Œ t • s u t q z v s • u v w t q •

�

† v ‡ w z w z w q y r r y v ‡ r

u { z r ‹ w v ‰ w Ž Ž | r ’ t z z w | Ž r v t s r ’ Ž { u r t • s u t q z v s • u v w t q | • v ‡ r z w Œ ’ Ž r s u t q z v s • u v w t q t • v Ž w q r y w q

‘ r u v w t q

�

• Ÿ • � r z • x x r z v u ‡ r u ˆ w q x v ‡ w z ’ t z z w | w Ž w v • { z { q { y y w v w t q { Ž t ’ r q ’ s t | Ž r Œ •

�
� � � � � � � � 	 � � � � � � ¸

‡ r { • v ‡ t s ‰ t • Ž y Ž w ˆ r v t v ‡ { q ˆ ‡ w z { y Š w z t s ‹
�

y r y • t Ž y s r w u ‡ ‹ ‰ ‡ t

s r † • z r y v t u t � { • v ‡ t s v ‡ w z ’ { ’ r s ‹ † t s w q v s t y • u w q x ‡ w Œ v t v ‡ r z • |

–

r u v { q y † t s Œ { q • Š { Ž • { | Ž r

y w z u • z z w t q z { q y w y r { z •

¸

‡ r { • v ‡ t s ‰ t • Ž y { Ž z t Ž w ˆ r v t v ‡ { q ˆ ¼ { y ‡ • ‘ • y { q † t s Š { Ž • { | Ž r

y w z u • z z w t q z ‹ { q y w q ’ { s v w u • Ž { s † t s z • x x r z v w q x v ‡ r • • r s • s r y • u v w t q v r u ‡ q w • • r y r z u s w | r y w q

‘ r u v w t q � •

�

‹ ‰ ‡ w u ‡ z w Œ ’ Ž w ” r y v ‡ w z ‰ t s ˆ u t q z w y r s { | Ž • •

�

� � � j � h n � �

œ p   � � � ¹ Ÿ § � • p Ž t q ‹ � •   s • u ˆ ‹ � • � { t s ‹ ¼ • � { t s ‹ { q y � • � t v ‡ ‹
�

~ � „ ‚ 	 � • ‚ 
 ~ � ~
�

€ „ • � � ‚ ~ ‚ 
 �

• € } } • � ~ ~ � } ~ � 	 € ‚ ƒ ƒ 	 	 ~ 	 � • ~ 	 	 ƒ • ‚ 
 � � • ~ � ƒ „ ‚ � 	 ~ � � � � „ ƒ � � ~ � 	 € � � ~ � � 	 € � � „ ‹

� � � �

¸

s { q z { u v w t q z t q

�

q † t s Œ { v w t q

¸

‡ r t s •

�

º ‹

ì

¹ ¹ Ÿ ‹ ’ { x r z ¤ ž ¹ � ¤

ì

� •

¤ £



œ p » ¼ ‘ ‘ ¹ º § ‘ • p s t s { ‹ — • » • q y ‹ � • ¼ • v ‰ { q w ‹ ¼ • ‘ • y { q { q y ¼ • ‘ š r x r y • ‹ � 	 ~ ~ � 
 ƒ 	 
 � • € ‚ 
 ~ �

€ � �

�

� ‚ 	 € • ‚ € … 
 } 
 ‚ • ~ �

�

� � 	 ~ � 
 � € ‚ 
 ~ � � 	 ~ … } ƒ � „ ‹ � t • s q { Ž t † p — ¼ ‹ ¢ t Ž • Œ r £ ¤ ›

�

¨ ‹

ì

¹ ¹ º ‹ ’ { x r z ¤ ž

ì

� ¤ ¤ ¤ • ™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q

�

� — ‘ ‹

ì

¹ ¹ Ÿ ‹ ’ { x r z

ì

£ � Ÿ

�

•

œ p ‘ ¹ º § ‘ • p s t s { { q y ‘ • ‘ { † s { ‹ � 	 ~ … € … 
 } 
 „ ‚ 
 • � � ƒ • � € … } ƒ � 	 ~ ~ � „ �

� �

ƒ � � � € 	 € • ‚ ƒ 	 
 � € ‚ 
 ~ �

~ �

�

� ‹ � t • s q { Ž t † p — ¼ Š t Ž • Œ r £ ¤ ›

ì

¨ ‹

ì

¹ ¹ º ‹ ’ { x r z ¦ ž �

ì

Ÿ Ÿ • ™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q

w q

�

� — ‘

ì

¹ ¹ Ÿ ‹ ’ { x r z Ÿ �

ì �

•

œ   ¡ � ž ¤ §

�

•   r q � ‘ { z z t q ‹ ™ s { ‡ Ž { y ‡ ¡ { s z ‡ { ‹ ‘ t † • { � { z ˆ ‡ t y q w ˆ t Š { ‹

�

~ � ƒ

�

� �

�

�

� 	 ~ � ƒ 	 �

‚ 
 ƒ „ € 	 ƒ � € 	 � ‚ ~ ‚ ƒ „ ‚ ‹ ‘

�

p ¼ � t • s q { Ž t q — t Œ ’ • v w q x ‹

�

¤ ›

ì

¨ ‹ Ÿ ž ž ¤ ‹ ’ { x r z

ì

� Ÿ

ì

•

™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q ‘

¸

� — Ÿ ž ž

�

‹ ’ { x r z

�

£ ¤ �

�

¤ £ •

œ   » � ¹

�

§ ¼ •   Ž • Œ ‹ ¼ • » • | • { q y � • � • | w q † r Ž y ‹

�

ƒ } �

�

ƒ „ ‚ 
 � � � � ~ 	 	 ƒ • ‚ 
 � � � 
 ‚ � € � � } 
 • € �

‚ 
 ~ � „ ‚ ~

�

� � ƒ 	 
 • € } � 	 ~ … } ƒ � „ ‹ � t • s q { Ž t † — t Œ ’ • v r s { q y ‘ • z v r Œ ‘ u w r q u r ‹ ¢ t Ž • Œ r

£ ¦ ›

�

¨ ‹

ì

¹ ¹

�

‹ ’ { x r z ¤ £ ¹ � ¤ ¹ ¤ •

œ   • ¡ ‘ ¢ ž £ §

�

•   r q � ‘ { z z t q ‹
�

• • t Ž y s r w u ‡ ‹ ™ • ¡ { s z ‡ { ‹ ¼ • ‘ • y { q { q y ‘ • ¢ { y ‡ { q ‹

�

~ … � „ ‚

� � �
„ ~

� �
	 ~ � 
 � 
 ‚ •

	

�

� ~ 	 ‚ ƒ 	
� � �

„ € � �

�

� � } 
 • € ‚ 
 ~ � „ ‚ ~
�

~ � 
 � � ‹ ‘

�

p ¼ � t • s q { Ž

t † — t Œ ’ • v w q x

�

� › £ ¨ ‹ Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z º º ¹ � ¹ ¦ £ • ™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q ‘

¸

�
— Ÿ ž ž £ ‹

’ { x r z

ì

Ÿ ž �

ì �

£ •

œ   ‘ ž £ §

�

•   r q � ‘ { z z t q { q y ¼ • ‘ • y { q ‹

�

~ … � „ ‚ } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ • ~ � ƒ „ € � � � 	 ~ � � • ‚ „ ~
�

• ~ � ƒ „ ‹ p ™ ™ �
� �

� � p � ¥
�

¼ Ÿ ž ž £ ‹ ’ { x r z Ÿ º � � Ÿ ¹ ¦ •

œ   ‘ ž ¤ §

�

•   r q � ‘ { z z t q { q y ¼ • ‘ • y { q ‹

�


 � � } ƒ
� � �

„ � 
 ‚ � � ~ } • � } ~ � 	 € ‚ ƒ € � �

�

� ƒ 	 • • ~ � �

� } ƒ � 
 ‚ • ‹ ‘

¸

�
— Ÿ ž ž ¤ ‹ ’ { x r z Ÿ � � � Ÿ ¦ ¤ •

�

• Ž Ž Š r s z w t q u { q | r t | v { w q r y † s t Œ

�

Ž w   r q �

‘ { z z t q � z ‡ t Œ r ’ { x r { v � � � � �

� � � � � �

	 


�

� �

	

� � 
 � �

�

� 	

�


 �

� �

� � 


�

•

œ— � ž ¤ § ¥ • — t ’ ’ r s z Œ w v ‡ { q y p • � • y s { ‹
�

� ‚ � ƒ 	 ~ … � „ ‚ ‚ ƒ „ ‚ € … 
 } 
 ‚ • ~
�

‚ ƒ � „ ~ 	 � 	 ~ � � • ‚ „ ~
�

• ~ � ƒ „ ‹

�

— — —

¸

� ž ¤ �

ì

ž £ ‹ Ÿ ž ž ¤ •

œ ¥ ž ¦ §

�

• ¥ w q • s ‹

�

� ƒ
� � �

�

� ƒ ~ 	 ƒ � … • � € � € � � } 

�

• € ‚ 
 ~ � ‹ � t • s q { Ž t † p — ¼ ¤ £ ›

�

¨ ‹ Ÿ ž ž ¦ •

™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q ‘

¸

�
— Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z Ÿ £

ì

� Ÿ ¤ ž •

œ ¥ � ž � §

�

• ¥ w q • s { q y
�

• � r w q x t Ž y ‹

�

„ „ 
 � � � ƒ � ‚ ‚ ƒ „ ‚ ƒ 	 „ �

�

~ � € 	 � „ • ~ � … 
 � € ‚ ~ 	 
 € } � 	 ~ ~
�

„

~
�

‚ � ƒ
� � �

‚ � ƒ ~ 	 ƒ � ‹ ‘

�

p ¼ � t • s q { Ž t † — t Œ ’ • v w q x

�

� ›£ ¨ ‹ Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z ¹ ¦ ¤ �

ì

ž Ÿ £ •

™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q

�

�
— ‘ Ÿ ž ž £ ‹ ’ { x r z

ì

¤ ¤ �

ì

� £ •

œ ¥ ‘ � ž � §

�

• ¥ w q • s ‹ ¼ • ‘ • y { q { q y p • � w x y r s z t q ‹

�

~ … � „ ‚ } ~ • € } ‚ ƒ „ ‚ € … 
 } 
 ‚ • ~
�

‚ ƒ � „ ~ 	 � 	 ~ � � • ‚ „

~
�

� �

� �
• ~ � ƒ „ ‹ p ™ ™ �

� �
� � p � ¥

�
¼ Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z

�

ž £ �

� ì

¤ •

œ

�

� ‘ º º § » •

�

t s v q t ‰ ‹ � • � t Œ ’ r Ž { q y ¼ • ‘ w ’ z r s •
�

� ‚ � ƒ � ~ � ƒ 	 ~
�

� � } ‚ 
 � � 	 ~ 
 ƒ 	 
 � ‚ ƒ 	 € • ‚ 
 
 ƒ

� 	 ~ ‚ ~ • ~ } „ ‹

�

q

�

s y

� � � �

‘ • Œ ’ • t q ‘ v s • u v • s r w q — t Œ ’ Ž r “ w v •

¸

‡ r t s • ‹

ì

¹ º º ‹ ’ { x r z

ì

¤ � �

ì

�

ì

• ‘ r r r s s { v { w q ¤ v ‡

� � � �

‘ • Œ ’ • t q ‘ v s • u v • s r w q — t Œ ’ Ž r “ w v •

¸

‡ r t s • ‹

ì

¹ ¹ ž ‹ ’ { x r z

� ì

º �

� ì

¹ •

œ• ž ¤ §
�

• • t Ž y s r w u ‡ ‹

�

� ~ 	 ‚ } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ • ~ � ƒ „ € � � � 	 ~ ~
�

„

�

�

� 	 
 ƒ •

�

‹

�

— — —

¸

� ž ¤ � ž

ì

£ ‹

Ÿ ž ž ¤ •

¤ ¤



œ• ¤ Ÿ §

�

• � • • w Ž | r s v ‹

�

• ~ � � € 	 
 „ 
 ~ � ~ � „ 
 � � € } } 
 � � € } � � € … ƒ ‚ „ ‹   r Ž Ž ‘ • z v r Œ

¸

r u ‡ q w u { Ž

� t • s q { Ž

� ì

‹

ì

¹ ¤ Ÿ ‹ ’ { x r z ¤ ž £ � ¤ Ÿ Ÿ •

œ• ¼ ž ¦ { § � • • t Ž y s r w u ‡ { q y � • ¼ r w s ‹

�

� ƒ ‚ ƒ � „ ~ 	 � 	 ~ � � • ‚ ~ � ‚ � ~ � ~ ~ � • ~ � ƒ „ 
 „ � ~ ‚ � ƒ • ƒ „ �

„ € 	 
 } • } ~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ ‹

�

— — —

¸

� ž ¦ � ž � Ÿ ‹ Ÿ ž ž ¦ •

œ• ¼ ž ¦ | § � • • t Ž y s r w u ‡ { q y � • ¼ r w s ‹

�

„ � € } } � € � 
 � ‚ � ƒ � € � € � � } 
 � • € ‚ 
 ~ � ~ � € „ „ 
 � � � ƒ � ‚

‚ ƒ „ ‚ ƒ 	 „ ‹ — t Œ Œ r q v

�

t q

�

— — —

¸

� ž ¤ � £ � ‹ Ÿ ž ž ¦ •

œ• ‘ ž Ÿ § � • • t Ž y s r w u ‡ { q y ¼ • ‘ • y { q ‹

�

~ • € } } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ • ~ � ƒ „ € � � � � � „ ~ � € } � ~ „ ‚ } 
 � ƒ € 	

} ƒ � � ‚ � ‹ � t • s q { Ž t † p — ¼ ¤

�

›£ ¨ ‹ Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z ¤ ¤ º � � ¤ ¤ ‹ ™ s r Ž w Œ w q { s • Š r s z w t q w q

�

� — ‘ Ÿ ž ž Ÿ ‹ ’ { x r z

ì �

� Ÿ Ÿ •

œ ¡ » � ž � § ‘ • ¡ t t s • ‹ � • » w q w { Ž { q y p • � w x y r s z t q ‹

�

� � € � � ƒ 	 � 	 € � � „ € � � ‚ � ƒ 
 	

�

� � } 
 • € ‚ 
 ~ � „ ‹

  • Ž Ž r v w q t † p ¼ ‘ ‹ £

�

› £ ¨ ‹ Ÿ ž ž � ‹ ’ { x r z £

�

¹ � ¤ �

ì

•

œ �

¸

ž ž § � • � { v š { q y » •

¸

s r Š w z { q ‹ � � ‚ � ƒ ƒ � • 
 ƒ � • • ~ � } ~ • € } � ƒ • ~ � 
 � � � 	 ~ • ƒ � � 	 ƒ „ � ~ 	 ƒ 	 	 ~ 	

• ~ 	 	 ƒ • ‚ 
 � � • ~ � ƒ „ ‹ ‘

¸

�
— Ÿ ž ž ž ‹ ’ { x r z º ž � º � •

œ � ‘ ž ¦ §

¸

• � { • † Œ { q { q y ¼ • ‘ • y { q ‹

�

� € 	 „ ƒ 	 € � � ~ � } 
 � ƒ € 	 • ~ � ƒ „ € 	 ƒ } ~ • € } } • � ƒ • ~ � € … } ƒ

€ � � ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ ‹

�

�
— ‘ Ÿ ž ž ¦ •

œ ™ ‘ ¹ £ § p • ™ t Ž w z ‡ u ‡ • ˆ { q y ¥ • p • ‘ ’ w r Ž Œ { q ‹

�

ƒ € 	 } • � } 
 � ƒ € 	 „ 
 � ƒ � ~ } ~ � 	 € � � 
 • � 	 ~ ~
�

„ ‹ ‘

¸

�
—

ì

¹ ¹ £ ‹ ’ { x r z

ì

¹ £ � Ÿ ž

�

•

œ � ¢ � ž ž §
�

• � r w q x t Ž y ‹ ‘ • ¢ { y ‡ { q { q y p • � w x y r s z t q ‹

�

� ‚ 	 ~ � •
�

€ 
 ƒ „

	

‚ � ƒ � 
 � � � € � � 	 € � �

�
	 ~ � � • ‚

	

€ � �

�

ƒ �
�

~ � „ ‚ € � ‚ �

�

ƒ � 	 ƒ ƒ

�

� � € � � ƒ 	 „ € � �

�

� ‚ 	 € • ‚ ~ 	 „ ‹

�

�
— ‘ Ÿ ž ž ž •

œ‘ ž

ì

§ ¼ • ‘ • y { q ‹

�

} � ~ 	 
 ‚ � � 
 • 
 � ‚ 	 ~ � � • ‚ 
 ~ � ‚ ~ • ~ � 
 � � ‚ � ƒ ~ 	 • ‹

�

ƒ • ‚ � 	 ƒ � ~ ‚ ƒ „ • pŠ { w Ž { | Ž r

† s t Œ � � � � �

� �

� � � � � �

�

	 
 �


 �

�

�


 �

�

� � �

� �

�
�

� � �

� � � 	 
 �

‹ Ÿ ž ž

ì

•

œ ¢ ž ¤ § ™ • ¢ { Ž w { q v ‹

�

� ƒ ‚ ƒ � „ ~ 	 � 	 ~ � � • ‚ ~
�

‚ � ~ • ~ � ƒ „ 
 „ � ~ ‚ � ƒ • ƒ „ „ € 	 
 } • 	 ~ … � „ ‚ } • ‚ ƒ „ ‚ € … } ƒ ‹

p ™ ™ �
� �

� � p � ¥
�

¼ Ÿ ž ž ¤ ‹ ’ { x r z £ ¦ Ÿ � £ º

ì

•

œ ¢ ¤ ¦ § � • � • ¢ { s z ‡ { Œ t Š ‹

�

„ ‚ 
 � € ‚ ƒ ~
�

‚ � ƒ � � � … ƒ 	 ~
�

„ 
 � � € } „ 
 � ƒ 	 	 ~ 	 • ~ 	 	 ƒ • ‚ 
 � � • ~ � ƒ „ ‹

¥ t ˆ Ž { y • p ˆ { y { Œ w w � { • ˆ

ì ì

¦ ‹

ì

¹ ¤ ¦ ‹ ’ { x r z ¦

�

¹ � ¦ £

ì

•

œ � ¦

ì

§ ¢ • ¢ • � • | { Ž t Š ‹

�

� ƒ „ ‚ 
 � € ‚ ƒ ~ � ‚ � ƒ • ~ � � } ƒ � 
 ‚ • ~
�

• ~ � „ ‚ 	 � • ‚ 
 � � … 
 � € 	 • } 
 � ƒ € 	

• € „ • € � ƒ • ~ � ƒ „ ‹ ™ s t | Ž r Œ z t †

�

q † t s Œ { v w t q

¸

s { q z Œ w z z w t q ¦ ›

ì

¨ ‹

ì

¹ ¦

ì

‹ ’ { x r z

�

�

ì

ž •

� �

� � 
 � k � 
 k m h l

�

q v ‡ w z { ’ ’ r q y w “ ‹ ‰ r s r Š w r ‰ { z ’ r u w { Ž u { z r t † v ‡ r � • | { Ž t Š | t • q y ‹ ‰ ‡ w u ‡ x w Š r z { q r “ ’ Ž w u w v

u t q z v s • u v w t q t † { q w q w ” q w v r † { Œ w Ž • t † u t y r z t Š r s v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

F
v ‡ { v ‡ { z s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

{ s | w v s { s w Ž • u Ž t z r v t jFj� 1
jFj

{ q y { u t q z v { q v s { v r •

�

t s Œ t s r y r v { w Ž z ‹ v ‡ r s r { y r s w z s r † r s s r y v t

œ‘ ž

ì

‹ » r u v • s r z ¤ { q y � § •

¸

‡ r u t q z v s • u v w t q t † v ‡ r � • | { Ž t Š | t • q y z v { s v z ‰ w v ‡ v ‰ t u t y r z ‹ v ‡ r

� r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r { q y v ‡ r • w Ž | r v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š | t • q y ‹ { q y z ‡ t ‰ z v ‡ { v ‹ ‰ ‡ w Ž r r { u ‡ t † v ‡ t z r

u t y r z † { Ž Ž z z ‡ t s v t † { u ‡ w r Š w q x v ‡ r y r z w s r y ’ s t ’ r s v w r z ‹ v ‡ r w s u t q u { v r q { v w t q y t r z { u ‡ w r Š r v ‡ r Œ •

� r | r x w q ‰ w v ‡ s r u { Ž Ž w q x v ‡ r y r ” q w v w t q t † v ‡ r � r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r ‹ y r ” q r y w q ‘ r u v w t q ¦ �

¤ �



� � � � 
 � 
 � �

›¥ r ” q w v w t q ¦ •

ì

‹ s r z v { v r y ¨

�

» r v

K
y r q t v r { ” q w v r ” r Ž y ‹ Ž r v

S � K
{ q y Ž r v

d < jSj
y r q t v r { q { v • s { Ž q • Œ | r s •

¸

‡ r � � �

�

$ �

�

�

�

�

�

� u t y r

RSK;S;d : Kd+1 ! K jSj w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z �

‘ • ’ ’ t z r ‰ r ‰ w z ‡ v t r q u t y r { Œ r z z { x r

a 2 Kd+1 ‰ w v ‡

RSK;S;d
• � r y r ” q r v ‡ r ’ t Ž • q t Œ w { Ž

Pa(X ) def=
P d

i =0 ai X i ‹ { q y z r v v ‡ r u t y r ‰ t s y

RSK;S;d(a)
v t u t q z w z v t † v ‡ r r Š { Ž • { v w t q z t †

Pa
{ v

r { u ‡ t † v ‡ r r Ž r Œ r q v z t †

S
•

¸

‡ r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r t †

RSK;S;d
w z

1 � d+1
jSj

› z r r œ‘ ž

ì

‹ » r u v • s r £ § ¨ •

¸

‡ r � r r y � ‘ t Ž t Œ t q u t y r u t q z v w v • r z { q r “ ’ Ž w u w v w q w ” q w v r † { Œ w Ž • t † u t y r z v ‡ { v ‡ { z u t q z v { q v

s { v r { q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r ‹ { z ‰ r y r z w s r •

¸

‡ r ’ s t | Ž r Œ w z v ‡ { v v ‡ w z † { Œ w Ž • ‡ { z { Ž ’ ‡ { | r v t † q t q �

u t q z v { q v z w š r ‹ { q y w q ’ { s v w u • Ž { s Œ • u ‡ Ž { s x r s v ‡ { q

F
•

¸

t z r r w v ‹ t | z r s Š r v ‡ { v w † { � r r y � ‘ t Ž t Œ t q

u t y r

RSK;S;d
‡ { z | Ž t u ˆ Ž r q x v ‡

n
‹ v ‡ r q w v z { Ž ’ ‡ { | r v Œ • z v | r t † z w š r

jK j � j Sj = n
•

� r v • s q v t w q v s t y • u r v ‡ r • w Ž | r s v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š u t y r z • » r v

q def= jFj
• � r • z r v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x

y r ” q w v w t q z �

� � � � 
 � 
 � � � � � � ¸

‡ r

q
� { s • r q v s t ’ • † • q u v w t q

Hq : (0; 1) ! [0; 1]
w z y r ” q r y { z † t Ž Ž t ‰ z �

Hq(p) = p � logq
1
p

+ (1 � p) � logq
1

1 � p
� � � � 
 � 
 � �

�
�

�

�

» r v

r � n
| r q { v • s { Ž q • Œ | r s z { q y Ž r v

v 2 Fn •

¸

‡ r

q
� { s • ¡ { Œ Œ w q x | { Ž Ž

‰ w v ‡ u r q v r s

v
{ q y s { y w • z

r
w z y r ” q r y v t | r

B(v; r ) = f u 2 Fn : � (u; v) � r=ng
�

| z r s Š r v ‡ { v

jB (v; r )j =
P r

i =0

� r
i

�
(q � 1)i •

�

z w q x ‘ v w s Ž w q x � z † t s Œ • Ž { ‹ t q r u { q z ‡ t ‰ v ‡ { v ‰ ‡ r q

n
x t r z v t w q ” q w v • ‰ r ‡ { Š r v ‡ { v

logq jB (v; r )j �
�
Hq(r=n) + ( r=n) � logq(q � 1)

�
� n

•

¸

‡ r • w Ž | r s v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š | t • q y • z r z v ‡ r ’ s t | { | w Ž w z v w u Œ r v ‡ t y v t x w Š r { q t q � r “ ’ Ž w u w v u t q �

z v s • u v w t q t † { q w q ” q w v r † { Œ w Ž • t † u t y r z

f GVkgk

t Š r s v ‡ r { Ž ’ ‡ { | r v

F
v ‡ { v ‡ { z u t q z v { q v s { v r

{ q y s r Ž { v w Š r y w z v { q u r •

� � � � 
 � �
�

� �

› • w Ž | r s v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š   t • q y ‹ y • r v t œ • ¤ Ÿ ‹ ¢ ¤ ¦ § ¨

�

�
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� 2�
0; q� 1

q

�
€ � �

�
~ 	 € � •

" > 0
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�
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�
€ � 
 } • ~

�
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F
‚ � € ‚ � € „ 	 ƒ } € ‚ 
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 „ ‚ € � • ƒ

�
€ � � 	 € ‚ ƒ

R = 1 � Hq(� ) � � � logq(q � 1) � " 


	 
 � � �

» r v

� 2
�

0; q� 1
q

�
{ q y Ž r v

R = 1 � Hq(� ) � � � logq(q � 1) � "
•

�

w “ z t Œ r Ž { s x r r q t • x ‡

Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
{ q y Ž r v

n = k=R
• » r v

G
| r {

k � n
Œ { v s w “ t Š r s

F
u ‡ t z r q • q w † t s Œ Ž • { v

s { q y t Œ { q y y r ” q r

GVk
v t | r v ‡ r u t y r x r q r s { v r y | •

G
‹ v ‡ { v w z ‹

GVk(x) = x � G
† t s r Š r s •

x 2 Fk • � r z ‡ t ‰ v ‡ { v

GVk
‡ { z s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
‰ w v ‡ q t q � š r s t ’ s t | { | w Ž w v • ‹ { q y v ‡ w z ‰ w Ž Ž

w Œ ’ Ž • v ‡ r v ‡ r t s r Œ •

�

w “ z t Œ r Œ r z z { x r

x 2 Fk •

�

v w z r { z • v t z r r v ‡ { v

GV(x) = x � G
w z • q w † t s Œ Ž • y w z v s w | • v r y

w q

Fn •

¸

‡ r ’ s t | { | w Ž w v • t Š r s v ‡ r u ‡ t w u r t †

G
v ‡ { v

C(x)
‡ { z ‰ r w x ‡ v Ž r z z v ‡ { q

�
r • • { Ž z v ‡ r

’ s t | { | w Ž w v • v ‡ { v

C(x) 2 B(0; �n )
{ q y w z v ‡ r s r † t s r { v Œ t z v

jB (0; �n )j
qn

� q(H q(� )+ � �logq (q� 1)� 1) �n = q� (R+ " )�n

¤ ¦



  • v { ˆ w q x • q w t q | t • q y t Š r s { Ž Ž ’ t z z w | Ž r Œ r z z { x r z

x 2 Fk ‹ ‰ r x r v v ‡ { v v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v • v ‡ { v

GVk
y t r z q t v ‡ { Š r s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
w z { v Œ t z v

qk� (R+ " )�n = qR�n� (R+ " )�n = q� "n < 1

�

v † t Ž Ž t ‰ z v ‡ { v

GVk
‡ { z s r Ž { v w Š r y w z v { q u r

�
‰ w v ‡ q t q � š r s t ’ s t | { | w Ž w v • ‹ { z s r • • w s r y •

�
¸

‡ r ’ s t | Ž r Œ ‰ w v ‡ v ‡ r u t y r z t † v ‡ r • w Ž | r v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š   t • q y w z ‹ t † u t • s z r ‹ v ‡ { v v ‡ r • { s r

q t q � r “ ’ Ž w u w v • ¡ t ‰ r Š r s ‹ t | z r s Š r v ‡ { v { x r q r s { v w q x Œ { v s w “ t † { • w Ž | r s v � ¢ { s z ‡ { Œ t Š u t y r u { q

| r u t Œ ’ • v r y w q r “ ’ t q r q v w { Ž v w Œ r ‹ | • x t w q x t Š r s { Ž Ž ’ t z z w | Ž r Œ { v s w u r z •

¸

‡ r � • | { Ž t Š | t • q y

• z r z v ‡ w z t | z r s Š { v w t q v t u t q z v s • u v { u t y r t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
{ z † t Ž Ž t ‰ z �

�

w s z v ‹ ‰ r u t Œ ’ • v r

v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w “ t † { q � ‘ u t y r t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡ k
logq O(k)

t Š r s { Ž ’ ‡ { | r v t † z w š r

O (k)
•

¸

‡ r q ‹ ‰ r u t Œ ’ • v r v ‡ r x r q r s { v w q x Œ { v s w “ t † { • ¢ u t y r t † Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

logq O (k)
‹ { q y

q t v r v ‡ { v v ‡ w z u { q | r y t q r w q v w Œ r ’ t Ž • q t Œ w { Ž w q

k
•

�

w q { Ž Ž • ‹ ‰ r u t q u { v r q { v r v ‡ r v ‰ t u t y r z ‹

v { ˆ w q x v ‡ r � ‘ u t y r v t | r v ‡ r t • v r s u t y r { q y v ‡ r • ¢ u t y r v t | r v ‡ r w q q r s u t y r •

¸

‡ w z s r z • Ž v z

w q v ‡ r † t Ž Ž t ‰ w q x † { Œ w Ž • t † u t y r z �
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 � �
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jFj
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 j l

� r s r u { Ž Ž v ‡ r y r ” q w v w t q t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y u t y r �

� � � � 
 � 
 � �

› ¥ r ” q w v w t q � •

ì

¹ ‹ s r z v { v r y ¨

� ¸

‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y u t y r ‹ y r q t v r y

H
‹ r q u t y r z {

Œ r z z { x r z

x 2 Fk | • v ‡ r u t y r ‰ t s y

H (x) 2 FjFjk y r ” q r y | •

H (x) i = hx; i i
† t s r Š r s •

i 2 Fk

¸

‡ { v w z ‹

H (x)
u t q z w z v z t † v ‡ r w q q r s ’ s t y • u v z t †

x 2 Fk ‰ w v ‡ { Ž Ž v ‡ r Š r u v t s z w q

Fk •

�

q v ‡ w z { ’ ’ r q y w “ ‰ r ’ s t Š r » r Œ Œ { � • Ÿ ž ‹ ‰ ‡ w u ‡ z v { v r y v ‡ { v v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y u t y r w z

z v s t q x Ž t u { Ž Ž • v r z v { | Ž r ›z r r ¥ r ” q w v w t q ¤ •¹ ¨ •

� � � � �
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� ƒ

jFj
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2(k + 1) log jFj 
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‡ r ’ s t t † ’ s r z r q v r y ‡ r s r w z { Š { s w { q v t † v ‡ r { q { Ž • z w z t † œ   » � ¹

�

§ •

�

w “ z t Œ r Œ r z z { x r Ž r q x v ‡

k
•

�

t s u t q Š w q w r q u r ‹ ‰ r Š w r ‰ z v s w q x z w q

FjFjk { z † • q u v w t q z † s t Œ

Fk v t

F
‹ { q y q t v r v ‡ { v v { ˆ w q x

v ‡ w z Š w r ‰ ‹ v ‡ r u t y r ‰ t s y z t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y { s r r “ { u v Ž • v ‡ r Ž w q r { s † • q u v w t q z † s t Œ

Fk
v t

F
•
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� r s r u { Ž Ž v ‡ r Š r s w ” r s

V
t † v ‡ r

jFj
� { s • ¡ { y { Œ { s y y r ” q r y w q ‘ r u v w t q � •£ • Ÿ � • w Š r q t s { u Ž r

{ u u r z z v t { † • q u v w t q

f : Fk ! F
‹ v ‡ r Š r s w ” r s

V
u ‡ t t z r z v ‰ t Š r u v t s z

x; y 2 Fk { q y v ‰ t z u { Ž { s z

a; b2 F
• q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ ‹ { q y u ‡ r u ˆ z v ‡ { v

a � f (x) + b� f (y) = f (a � x + b� y)

¸

‡ r • • r s • u t Œ ’ Ž r “ w v • { q y v ‡ r s { q y t Œ q r z z u t Œ ’ Ž r “ w v • t † v ‡ w z Š r s w ” r s { s r t | Š w t • z † s t Œ w v z

y r ” q w v w t q • � r v • s q v t { q { Ž • š r w v z s r

–

r u v w t q s { v w t • » r v

f : Fk ! F
| r { † • q u v w t q z • u ‡ v ‡ { v

V
s r

–

r u v z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v •

" < 1
6

‰ ‡ r q x w Š r q t s { u Ž r { u u r z z v t

f
• � r z ‡ t ‰ v ‡ { v

� H (f ) � 2 � "
‹

{ q y v ‡ w z ‰ w Ž Ž w Œ ’ Ž • v ‡ r s r • • w s r y s r z • Ž v •

�

q t s y r s v t ’ s t Š r v ‡ { v

� H (f ) � 2 � "
‹ ‰ r y r ” q r { Ž w q r { s † • q u v w t q

� : Fk ! F
z • u ‡ v ‡ { v

� (f; � ) � 2 � "
•

�

t s r Š r s • v ‰ t Š r u v t s z

x; y 2 Fk { q y z u { Ž { s z

a; b 2 F
y r ” q r v ‡ r "

�

� �

�

% y
�

a
� �

� b
� � � � �

�

! � � � � � " � �

�

�

�

% f
� �

x
| •

� y;a;b(x) = a� 1 � (f (a � x + b� y) � f (b� y))

� r y r ” q r

�
| • y r ” q w q x

� (x)
v t | r v ‡ r u t s s r z ’ t q y w q x � �

�

� � � ! �




"

�

� � ‹ v ‡ { v w z ‹

� (x)
w z y r ” q r y v t

| r v ‡ r Š { Ž • r

v
v ‡ { v Œ { “ w Œ w š r z v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v •

Pry2 Fk ;a;b2 F [� y;a;b(x) = v]
• � t v r v ‡ { v w q y r r y

� (f; � ) � 2 � "
‹ z w q u r �

" = Pr
�
V f s r

–

r u v z

�

= Pr
x;y 2 Fk ;a;b2 F

[a � f (x) + b� f (y) 6= f (a � x + b� y)]

= Pr
x;y 2 Fk ;a;b2 F

[f (x) 6= � y;a;b(x)]

� Pr
x;y 2 Fk ;a;b2 F

[f (x) 6= � y;a;b(x) ^ f (x) 6= � (x)]

= Pr
x;y 2 Fk ;a;b2 F

[f (x) 6= � y;a;b(x)jf (x) 6= � (x)] � Pr [f (x) 6= � (x)]

= Pr
x;y 2 Fk ;a;b2 F

[f (x) 6= � y;a;b(x)jf (x) 6= � (x)] � �

�
1
2

� �

� ‡ r s r v ‡ r Ž { z v w q r • • { Ž w v • † t Ž Ž t ‰ z † s t Œ v ‡ r † { u v v ‡ { v † t s r Š r s •

x 2 Fk ‹ w †

Pr [f (x) = � y;a;b(x)] >
1
2

‹ v ‡ r q | • y r ” q w v w t q t †

� (x)
‰ r Œ • z v ‡ { Š r

� (x) = f (x)
•

�

v s r Œ { w q z v t ’ s t Š r v ‡ { v

�
w z { Ž w q r { s † • q u v w t q • � r | r x w q ‰ w v ‡ ’ s t Š w q x v ‡ { v † t s r Š r s •

x 2 Fk w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

Pry2 Fk ;a;b2 F [� y;a;b(x) = � (x)] � 1 � 2 � "
•

�

w “

x 2 Fk ‹ { q y u { Ž Ž { ’ { w s t †

v s w ’ Ž r v z

((y1; a1; b1) ; (y2; a2; b2)) 2 (Fk � F � F)2 �

� � �

w †

a� 1
1 � f (b1 � y1) � a� 1

2 � f (b2 � y2) = f (a� 1
1 � b1 � y1 � a� 1

2 � b2 � y2)
›£ ¨

a� 1
1 � f (a1 � x + b1 � y1) � a� 1

2 � f (a2 � x + b2 � y2) = f (a� 1
1 � b1 � y1 � a� 1

2 � b2 � y2)
› ¤ ¨

{ q y t | z r s Š r v ‡ { v † t s r Š r s • z • u ‡ { x t t y ’ { w s t † v s w ’ Ž r v z w z w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

� y1 ;a1 ;b1 (x) = � y2 ;a2 ;b2 (x)
•

� t ‰ ‹ q t v r v ‡ { v † t s { • q w † t s Œ Ž • y w z v s w | • v r y ’ { w s t † v s w ’ Ž r v z ‹ r { u ‡ t †

�

• • { v w t q z £ { q y ¤

‡ t Ž y z ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v

1 � "
•

¸

‡ r s r † t s r ‹ | • { ’ ’ Ž • w q x v ‡ r • q w t q | t • q y ‹ { • q w † t s Œ Ž •

y w z v s w | • v r y ’ { w s t † v s w ’ Ž r v z w z x t t y ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v

1� 2�"
•   • { q { Š r s { x w q x { s x • Œ r q v ‹

v ‡ r s r r “ w z v z { v s w ’ Ž r v

(y1; a1; b1)
z • u ‡ v ‡ { v † t s { • q w † t s Œ Ž • y w z v s w | • v r y v s w ’ Ž r v

(y2; a2; b2)
v ‡ r
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’ { w s

((y1; a1; b1) ; (y2; a2; b2)) 2 (Fk � F� F)2 w z x t t y ‰ w v ‡ ’ s t | { | w Ž w v • { v Ž r { z v

1� 2�"
•

�

v † t Ž Ž t ‰ z

v ‡ { v † t s { • q w † t s Œ Ž • u ‡ t z r q

y2 2 Fk { q y

a2; b2 2 F
w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

Pr [� y1 ;a1 ;b1 (x) = � y2 ;a2 ;b2 (x)] �
1� 2�" > 2

3

‹ { q y v ‡ r s r † t s r w v ‡ t Ž y z v ‡ { v

� (x) = � y1 ;a1 ;b1 (x)
{ q y

Pry2 Fk ;a;b2 F [� y;a;b(x) = � (x)] �
1 � 2 � "

‹ { z ‰ r ‰ { q v r y •

�

w q { Ž Ž • ‹ Ž r v

x; y 2 Fk { q y Ž r v

a; b2 F
• � r ’ s t Š r v ‡ { v

� (a � x + b� y) = a � � (x) + b� � (y)
•

� r ’ s t Š r w v | • z ‡ t ‰ w q x ‹ • z w q x v ‡ r ’ s t | { | w Ž w z v w u Œ r v ‡ t y ‹ v ‡ { v v ‡ r s r r “ w z v

z 2 Fk { q y

c; d 2 F
z • u ‡ v ‡ { v

a � � (x) = c� 1 (� (c � a � x + d � z) � � (d � z))
› � ¨

b� � (y) = c� 1 (� (d � z) � � (d � z � c � b� y))
› ¦ ¨

� (a � x + b� y) = c� 1 (� (c � a � x + d � z) � � (d � z � c � b� y))
› º ¨

� | z r s Š r v ‡ { v w † z • u ‡

z
‹

c
{ q y

d
r “ w z v v ‡ r q w q y r r y

� (a � x + b� y) = a � � (x) + b� � (y)
‹ z w q u r v ‡ r

z • Œ t † s w x ‡ v ‡ { q y z w y r z t †

�

• • { v w t q z � { q y ¦ r • • { Ž z v ‡ r s w x ‡ v ‡ { q y z w y r t †

�

• • { v w t q º •

¸

t

z ‡ t ‰ v ‡ { v z • u ‡

z
‹

c
{ q y

d
r “ w z v ‹ t | z r s Š r v ‡ { v | • z • | z v w v • w q x

z0 = z � d� 1 � c � b� y
‹

a0 = c � a
{ q y

b0 = c � b
‹ v ‡ r { | t Š r r • • { v w t q z { s r r • • w Š { Ž r q v v t

� (x) = � z;a0;d(x)

� (y) = � z0;b0;d(y)

� (a � x + b� y) = � z0;c;d(y)
�

• s v ‡ r s Œ t s r ‹ t | z r s Š r v ‡ { v w †

z
‹

c
{ q y

d
{ s r u ‡ t z r q • q w † t s Œ Ž • { v s { q y t Œ ‹ v ‡ r q

z0‹

a0 { q y

b0
{ s r • q w † t s Œ Ž • y w z v s w | • v r y •

¸

‡ r s r † t s r ‹ † t s r { u ‡ t † v ‡ r v ‡ s r r Ž { v v r s r • • { v w t q z ‹ v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v •

v ‡ { v w v ‡ t Ž y z † t s { • q w † t s Œ Ž • u ‡ t z r q

z
‹

c
{ q y

d
w z { v Ž r { z v

1 � 2 � "
•   • v ‡ r • q w t q | t • q y ‹

v ‡ r ’ s t | { | w Ž w v • v ‡ { v { Ž Ž v ‡ r v ‡ s r r r • • { v w t q z ‡ t Ž y w z { v Ž r { z v

1 � 3 � 2 � " > 1 � 3 � 2 � 1
6 > 0

•

¸

‡ w z w Œ ’ Ž w r z v ‡ r s r r “ w z v z { v Ž r { z v t q r u ‡ t w u r t †

z
‹

c
{ q y

d
z { v w z • w q x r • • { v w t q z � ‹ ¦ { q y º ‹ { q y

v ‡ r s r † t s r ‰ r x r v v ‡ { v

� (a � x + b� y) = a � � (x) + b� � (y)
‹ { z s r • • w s r y •

� ž
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